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序言

我希望代数将成为我们这个故事中的灰姑娘．在学校的数学课程中，⼏何通常是最受喜爱的

⼥⼉．学校中所学习的⼏何知识量相当于总结在欧⼏⾥得的《原本》（公元前 3 世纪）中的古

希腊所达到的⽔平．在很长⼀段时期⾥，⼏何教学以欧⼏⾥得为范本，近来才出现⼀些有所

简化的版本．虽然⼏何课程有许多改变，但它仍留有欧⼏⾥得的影响，以及古希腊出现的宏

⼤科学⾰命的倾向．我不⽌⼀次听到别⼈对我说“我虽然没选择数学作为职业，但⼏何的简洁

优雅我⼀直铭记在⼼．从最简单、最显然的命题开始，经过严格的推演，居然可以得到那般

复杂的结论！”

可叹的是，我从没听谁对代数表达过类似的看法．有⽤的规则，逻辑判断，以及借助对

数表和计算器做练习，代数课程就像是这些东西的奇怪组合．这样的课程在精神实质上更接

近于古埃及和古巴⽐伦发展出的数学，⽽⾮产⽣⾃古希腊⽽后由西欧的⽂艺复兴所延续的数

学发展脉络．然⽽，代数和⼏何同样的基本、精深、美丽．不仅如此，从现代数学分类的⾓度

来看，学校的代数课程其实包含了众多数学分⽀：代数、数论、组合学以及⼀点⼉概率论．

本书的⽬的是借助紧贴中学课程的内容来展⽰作为⼀个数学门类的代数．虽然⾯向的是

学⽣与教师，但本书并不想写成教科书．⾏⽂叙述以下列知识为基础：整数及分数的运算；平

⽅根；去括号以及其他关于代数表达式的运算；不等式的性质．所有这些训练学⽣在 9 年级

时都该学过了．随着内容的展开，内容的复杂性会逐步加深．为了帮助读者掌握这些内容，我

配备了⼀些简单的习题．

全书主要有如下三个基本主题——数、多项式以及集合，每⼀个主题都包含多个章节，它

们相互交错展开．

有⼀部分涉及基础知识的材料，虽然不需要更多的数学思想，但仍然⾮常复杂，要求读

者对很多事实与定义牢记在⼼．这些材料被置于相关章节的最后，并且在后续章节中不再出

现．

对于书中给出的命题，我选择最“易懂”⽽⾮最简短的证明．说它们易懂，是由于这些证明

将待证的命题与若⼲其他的概念以及命题联系了起来，因此它们明确了这些命题在相应数学

知识结构中的位置．更简短的证明通常在后⾯出现，有时候会被放在习题⾥．

在初次学习数学时，知识的发展历程通常会退居其次．有时候甚⾄让⼈感觉数学向来就

如教科书所展⽰的那般完善．事实上，数学是由不计其数的学者花费数千年发展出来的．为

1



2

了对这⽅⾯做点强调，书中出现过的数学家（和物理学家）我在书后列出了其⽣卒年分．

书中公式太多，为了引⽤⽅便，我给它们标了号．⽐如，(2.16) 式表⽰它是第⼆章的第 16
个公式．定理与引理在整本书中按次序统⼀标号．

数学教育与启迪基⾦会，尤其是科马洛夫和伊麦⾦两位，在我写作过程中给予了极⼤帮

助．杰穆什⾦承担了阅读⼿稿的⼯作，给出了许多重要的意见．我衷⼼感谢他们所有⼈．

伊⼽·沙法列维奇 莫斯科，2000

英⽂版附注：

我衷⼼感谢⽐尔·埃弗⾥特 (Bill Everett)，他将本书翻译成了英⽂．据我判断，他的英

⽂很漂亮．当然，我并不是这⽅⾯的专家．不过有⼀点可以肯定的是，他极⼤的提⾼了⽂本

的质量．他找出了原⽂的若⼲错误，并且向我提出了某些地⽅需要进⼀步清晰阐述的要求．1

伊⼽·沙法列维奇 莫斯科，2002

1译注：本⽂档译⾃ Discourses on Algebra, Springer．世界图书出版公司出版过该书的影印版《代数讲义》．

英⽂版有不少⼩错误，译⽂中未加说明径直做了更正．本⼈⽔平有限，种种不当之处还请批评．电⼦邮箱是

dushubiji@protonmail.com．

dushubiji@protonmail.com
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1 整数

主题：数

1
√

2 不是有理数

⾃然数来⾃于计数．⼈类发展逻辑的过程中有⼀步⾮常重要，那就是意识到两只眼睛、⾛

在⼀起的两个⼈以及船的两只桨之间有些共同点，其可以⽤抽象概念⼆来表达．下⼀步发展

可以说是很有难度的，因为有事实证明在许多语⾔中三这个词与许多、更多是⼀个意思．⽆

论如何，⾃然数这么⼀个⽆穷序列还是逐渐被发展起来了．

此后，⽆论是⽤数字来计数还是⽤数字来测量长度、⾯积、重量以及诸如此类的对象，都

是很⾃然的了．为明确计，我们来讨论测量线段长度的问题．我们⾸先选定⼀个长度单位：毫

⽶ (mm)，厘⽶ (cm)，千⽶ (km)，光年……我们⽤线段 U 来表⽰单位长度．若单位长度选

定，我们就可以试着⽤它来测量其他线段．如果线段 A 上正好能连续放置 n 个线段 U，我

们就说线段 A 的长度是 n（图 1.1a）．通常来说，测量时会有⼀段长度⼩于 U 的部分多出来

（图 1.1b）．

n = 6︷ ︸︸ ︷U

︸ ︷︷ ︸
A

(a)

︷ ︸︸ ︷U

︸ ︷︷ ︸
A

(b)

图 1.1

此时我们缩⼩单位长度，把 U 分成 m 份长度相同的线段 U′．如果 A 上恰好可以连续放

置 n′ 个 U′，那么 A 的长度是 n′/m（以 U 为单位长度）．

在数千年中，不同地域的⼈在不同的场合下做过这个操作，最终提出了问题：单位长度

的这种划分总是可能的吗？这个新奇的问题是与特定的历史时期相关的：公元前六或五世纪

时古希腊的毕达哥拉斯学派提出了这个问题．对于两线段 A 和 U，如果存在⼀条线段 U′ 可
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2 第⼀章 整数（主题：数）

在 U 上刚好连续放置 m 次，在 A 上刚好连续放置 n 次，那么就称这两条线段是可公度的．

此时问题可重述为：任意两条线段都是可公度的吗？也可以换个问法，在指定单位长度后，任

意⼀条线段的长度都是有理数 n/m 吗？答案是不！给出不可公度线段的例⼦是很容易的．我

们考虑⼀个边长为单位长度 U 的正⽅形，它的对⾓线记为 A．

定理 1 正⽅形的边长和对角线是不可公度的．

在证明之前我们把定理换个表述⽅式．勾股定理说的是，分别以直⾓三⾓形的两条直⾓

边为边长所作的正⽅形的⾯积之和等于以直⾓三⾓形的斜边为边长所作的正⽅形的⾯积．换

句话说，直⾓三⾓形两条直⾓边的平⽅和等于斜边的平⽅．我们以此来⽐较正⽅形的边长和

对⾓线．

如图 1.2，正⽅形被分成了两个边长为 U 的等腰直⾓三⾓形，此时我们关注的对⾓线 A

就成了直⾓三⾓形的斜边．

A

U

U

图 1.2

根据勾股定理有 A2 = 2U2．如果 A 与 U 是可公度的，那么就存在 U′ 使得 A = nU′,
U = mU′．于是可得 (n/m)2 = 2，即 n/m =

√
2．这样我们就得到了定理 1 的另外⼀种表

述：

定理 2
√

2 不是有理数．

在证明之前，先做点观察．尽管我们利⽤了勾股定理，但其实仅限于等腰直⾓三⾓形这

种特殊图形．在这类图形中，定理是很明显成⽴的．

A

U

U

图 1.3
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1
√

2 不是有理数 3

考虑图 1.3 中的 5 个全等的等腰直⾓三⾓形，它们的⾯积记为 S．以线段 U 为边长的

正⽅形包含两个这样的三⾓形，因此有 U2 = 2S．同理可得，A2 = 4S．于是 A2 = 2U2，

(A/U)2 = 2．

现在我们来证明定理 2．因为我们想要证明
√

2 不能表⽰成 n/m 的形式，所以很⾃然

的会想到反证法．我们假设
√

2 = n/m，这⾥ n 和 m 都是⾃然数．我们还假定它们是互素

的，因为即便它们有公因⼦，反正约掉之后分数 n/m 的值仍不变．根据平⽅根的定义，由√
2 = n/m 可得 2 = (n/m)2 = n2/m2．两边同乘 m2，就有

2m2 = n2, (1.1)

其中 n 和 m 是两个互素的⾃然数．

因为左侧有因⼦ 2，所以问题就与⾃然数能否被 2 整除有关了．能被 2 整除的⾃然数我

们称之为偶数，不能被 2 整除的就称为奇数．根据定义，每个偶数 k 都能写成 k = 2l 的形式，

这⾥ l 是个⾃然数．这就是说，对于偶数我们都有⼀个想当明显的表⽰，⽽奇数就⽐较“负⾯”

了——它们不可能有上述表⽰．当然，我们能很容易地得到奇数的⼀种明显的表⽰．

引理 1 每个奇数 r 都能写成 r = 2s + 1 的形式，其中 s 是 0 或自然数．反过来，每个这样的
数都是奇数．

反过来的部分是很显然的：假若 r = 2s + 1 是偶数，那么它就能写成 r = 2l 的形式，于

是

2l = 2s + 1, 2(l − s) = 1.

这明显是不成⽴的．

为了证明原始命题，我们要注意到，如果奇数 r ≤ 2，那么只能是 r = 1，此时 s = 0．如

果奇数 r > 1，那么必有 r ≥ 3．减去 2 之后有 r1 = r − 2 ≥ 1，它仍是奇数．如果 r1 仍然⼤于

1，那么就再减去 2，得到 r2 = r1 − 2．如此下去，会得到⼀列递减的奇数序列 r, r1, r2, · · ·，
其中后⼀个数都⽐前⼀个数⼩ 2．只要 ri > 1，我们就继续减下去．因为⾃然数不能⽆限递减

下去，所以最终会达到不能再减 2 的情形，即有 ri = 1．这样就有

ri = ri−1 − 2 = ri−2 − 2 − 2 = · · · = r − 2 − 2 − · · · − 2 = r − 2i = 1.

这就是我们想要的 r = 2i + 1. ■
现在我们介绍⼀个关于奇偶数的基本性质．

引理 2 两个偶数之积是偶数，⼀个偶数与⼀个奇数之积是偶数，两个奇数之积是奇数．

前⾯两个论断从偶数的定义来看是很明显的：若 k = 2l，那么⽆论 m 是偶数还是奇数，

km = 2lm 总是偶数．但为了证明最后⼀个论断，我们需要引理 1．令 k1 与 k2 是两个奇数，

那么依据引理 1，我们可以将它们写成如下形式

k1 = 2s1 + 1, k2 = 2s2 + 1,
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其中 s1, s2 是 0 或⾃然数．于是

k1k2 = (2s1 + 1)(2s2 + 1) = 4s1s2 + 2s1 + 2s2 + 1 = 2s + 1,

其中 s = 2s1s2 + s1 + s2．已知形如 2s + 1 的数都是奇数，因此 k1k2 是奇数．■
这⾥提⼀下引理 2 的⼀个特殊情形：奇数的平⽅是奇数．

现在完成定理 2 的证明就很容易了．我们假定 (1.1) 等式成⽴，其中 m, n 互素．假如 n

是奇数，那么根据引理 2，n2 也将是奇数．但根据等式 (1.1)，它是个偶数，所以 n 是偶数，

且可以写成 n = 2s．因为 m, n 互素，所以 m 必定是奇数（否则 m, n 有公因⼦ 2）．在等式

(1.1) 中以 2s 替换 n，且两边同时除以 2，则有

m2 = 2s2,

它说明⼀个奇数的平⽅却是个偶数，这与引理 2 ⽭盾了．⾄此，我们证明了定理 2，同时也

证明了定理 1．■
在认定了任意⼀条线段的长度（单位长度给定）和任意正数的平⽅根都⼀定能⽤某个数

来表达的情况下，我们可以从⼀个不同的视⾓来审视定理 1 和定理 2．这两个定理说的是单

位正⽅形对⾓线的长度，或者说
√

2，不是有理数，即它是⽆理数．这是⽆理数的最简单⽰例．

存在着许多⽆理数，我们在后⾯会遇到其中⼀些．π 或许是（次于
√

2 的）最“出名”的⽆理

数，它是圆周长与其直径的⽐值．证明 π 是⼀个⽆理数需要更复杂的⽅法，因此在本书中我

们不对此进⾏证明．

所有的有理数和⽆理数组成了实数．在后⾯我们会⽤⼀章来更精确的陈述实数概念的逻

辑意义．在那之前，我们就像通常的中学课本那样对待实数，不特别关⼼它的逻辑基础．

为什么⼈类花了这么长的时间才意识到存在⽆理数这么简单——同时也⾮常重要——的

事呢？答案很简单，因为⽆论对于什么现实应⽤，诸如
√

2 这样的数都可以被当作有理数来

处理．下述定理表达了这个论断．

定理 3 ⽆论数 ϵ 多小，我们都能找到⼀个有理数 a = m/n 满⾜ a <
√

2 以及
√

2 − a < ϵ．

在所有实际测量中都有⼀个精度的问题，在那个精度内我们可以把
√

2 当作⼀个有理数

来对待；即可以认为测量给出了有理数
√

2．

为了证明定理 3，我们⽤ n 充分⼤时的数 1/10n 来代表“⽆论多⼩”的数 ϵ．试着寻找⼀

个⾃然数 k 满⾜

k
10n ≤

√
2 <

k + 1
10n . (1.2)

然后令 a = k/10n 即可，此时
√

2 − k/10n < 1/10n．

不等式 (1.2) 等价于下⾯的不等式

k2

102n ≤ 2 <
(k + 1)2

102n
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或者

k2 ≤ 2 · 102n < (k + 1)2.

因为数 n 已经给定了（那么 2 · 102n 当然也确定了），那么显然存在平⽅之后不超过 2 · 102n

的最⼤⾃然数 k．这个 k 就给出了我们所需要的⾃然数 a．

很显然，定理 3 的结论不仅对
√

2 成⽴，它也对所有的正实数 x（为了讨论⽅便我们这

⾥限定了正数）成⽴．如果把 x ⽤数轴上的点来表⽰，这⼀点就⾮常明显了．把单位长度 U

分成若⼲长为 U/10n 的⼩线段，然后把它们连续放置在数轴上（图1.4）．

x

1
10n U

图 1.4

连续放置后，不超过 x 的最右侧的端点给出了我们所需要的有理数．如果这是第 k 条线

段，那么就有

a =
k

10n 且 x − a <
1

10n .

⾄此我们证明了定理 3．■
现在请来估量⼀下定理 1 和定理 2 中论断的深度．⽆论是什么实验都不能确定论断的正

确性，因为实验总是有精确度的问题．⽆论要求了怎样的精度，
√

2 总是被表⽰成⼀个有理

数．尽管⼈类积累了数千年的经验，但直到公元前 7 ⾄ 5 世纪时的古希腊时期数学发⽣了变

⾰之后，这样的纯粹理性成就才出现．因此毕达哥拉斯学派将它作为神圣的秘密⽽对外⾏予

以保留就不⾜为奇了．但后来毕达哥拉斯学派中的希帕索斯，公布了这个秘密．根据⼀则传

说，上帝为了惩罚他泄露了秘密⽽让他丧⽣于海难．百年后，柏拉图在《法律篇》中讲述了

⾃⾝的⼀段经历．当学到“线段和线段未必总是可公度的”时，他被震惊了．

定理 1 和 2 的证明阐明了“定理为何需要证明”这⼀常被提及的问题．脑中反应出的第⼀

个答案是我们需要确证某些论断的正确性．有时候会出现这种情况，论断的太多特殊情形已

经被证明，以⾄于叫⼈觉得整个论断的正确性不会有什么问题的（这引发了物理学家经常嘲

笑数学家总是去证明那些⽆甚疑义的论断的正确性）．但我们经常见到⼀些证明为数学家带来

了全新的思想，当初如果不考虑证明，那这些想法很可能永远不为⼈知．

习题：

1. 证明
√

6 和 3
√

2 是⽆理数．

2. 证明
√

2 +
√

3 是⽆理数．

3. 证明 3
√

3 +
√

2 是⽆理数．
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4. 计算
√

2．（精确到 1/100）

5. 证明每个⾃然数都能写成 2 的若⼲个不同次幂（即 2k）之和，且这样的写法是唯⼀的．

2 其他平方根的无理性

试着推⼴我们前⾯得到的结果将是富有趣味的．譬如，能⽤同样的⽅法证明
√

3 是⽆理

数吗？当然，为了对付新的情况我们⾃然要对之前的过程做⼀些调整．现在我们要证明的是

等式 3 = (n/m)2 或

3m2 = n2 (1.3)

不可能成⽴，这⾥仍然遵循之前的假定，即 n/m 是既约分数，也就是⾃然数 m 和 n 是互素

的．因为等式 (1.3) ⾥出现了因⼦ 3，所以我们⾃然地要利⽤⾃然数被 3 整除⽅⾯的性质．这

⾥我们将看到引理 1 和引理 2 是怎样被调整来适应新情况的．

引理 3 任⼀自然数 r 要么被 3 整除，要么可以写成 r = 3s + 1 或 r = 3s + 2 的形式，这里 s

是自然数或 0．反过来，形如 r = 3s + 1 或 r = 3s + 2 的数不能被 3 整除．

反过来的那部分显然成⽴．⽐如 n = 3s + 1 能被 3 整除，那么就有 3s + 1 = 3m，即

3(m − s) = 1．这是不可能的．如果 n = 3s + 2 能被 3 整除，则 3s + 2 = 3m，3(m − s) = 2，

这仍然不可能成⽴．引理 3 的主体部分可以通过重复引理 1 的论证过程来证明．若 r 不能被

3 整除，且⼩于 3，那么只能是 r = 1 或 r = 2．因此令 s = 0 就得到了所要求的表⽰．若

r > 3，那么就减去 3，得到 r1 = r − 3 > 0，此时 r1 也不能被 3 整除．持续减去 3，我们就

得到遗传递减的数 r, r1 = r − 3, r2 = r − 3 − 3, · · · , rs = r − 3 − 3 − · · · − 3．正如之前说过

的，我们不能⽆休⽌的减去 3，因此最终有 rs = 1 或 rs = 2．即我们有两种可能：r − 3s = 1

或 r − 3s = 2，也就是 r = 3s + 1 或 r = 3s + 2，这正如引理所述．■
下述引理只类似于引理 1 的⼀部分，但实际上只需要这部分就够了．

引理 4 若两个数都不能被 3 整除，那么它们的乘积也不能被 3 整除．

设 r1 和 r2 是两个不能被 3 整除的数．依据引理 3，它们各⾃有两种可能：形如 3s + 1

或 3s + 2．于是我们就有四种组合：

1. r1 = 3s1 + 1 , r2 = 3s2 + 1,

2. r1 = 3s1 + 1 , r2 = 3s2 + 2,

3. r1 = 3s1 + 2 , r2 = 3s2 + 1,

4. r1 = 3s1 + 2 , r2 = 3s2 + 2.
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组合 2 与组合 3 只是 r1 与 r2 的标记不⼀样，故只需验证其中⼀种组合（例如组合 2）即可．

对于这三种组合，两两相乘可得

1. r1r2 = 9s1s2 + 3s1 + 3s2 + 1 = 3t1 + 1，这⾥ t1 = 3s1s2 + s1 + s2;

2. r1r2 = 9s1s2 + 6s1 + 3s2 + 2 = 3t2 + 2，这⾥ t2 = 3s1s2 + 2s1 + s2;

3. r1r2 = 9s1s2 + 6s1 + 6s2 + 4 = 3t4 + 1，这⾥ t4 = 3s1s2 + 2s1 + 2s2 + 1.

最后⼀种情形⾥的 4 被拆成了 3 与 1 之和，这个 3 被吸收到了 t4 之中．所有这三种情形说

明，乘积都是 3s + 1 或 3s + 2 的形式，根据引理 3，它们都不能被 3 整除．■
现在要证明结论就毫⽆困难了．

定理 4
√

3 不是有理数．

这个结论的证明与定理 2 的证明⼏乎⼀字不差．我们只需证明 3m2 = n2 会引出⽭盾即

可（这⾥ m 与 n 互素）．如果 n 不能被 3 整除，那么依据引理 4，它的平⽅也不能被 3 整除．

但 n2 等于 3m2，这说明它能被 3 整除，即有 n = 3s．将其代⼊等式，两边同除以 3，得到

m2 = 3s2．因为 m 与 n 互素，⽽ n 能被 3 整除，所以 m 不能被 3 整除．依据引理 4，m2 也

不能被 3 整除，这与 m2 = 3s2 ⽭盾，因此定理成⽴．■
前⾯两个定理证明的相似性启发我们这条路还可以⾛得更远．当然，检验

√
4 就没必要

了，因为
√

4 = 2，但我们可以检验
√

5．在做相关论证时必然还要再考虑类似于引理 2 和引

理 4 那种数字乘积的情形，可以预见，情况会越来越⿇烦．但同样的，我们可以⽤相同的⽅

法证明
√

5 是⽆理数，也完全可以证明
√

6,
√

7 等情形．然⽽，待验证的数字会越来越⼤．⽐

⽅说我们⼀直验证到了
√

20，会发现排除掉 n 是平⽅数（n = 4, 9, 16）的情形之后，所有的
√

n（
√

2,
√

3,
√

5,
√

6,
√

7,
√

8,
√

10,
√

11,
√

12,
√

13,
√

14,
√

15,
√

17,
√

18,
√

19,
√

20）都

是⽆理数．这些例⼦暗⽰了⼀个更⼀般化的假设：只要 n 不是平⽅数，那么
√

n 就是⽆理数．

因为我们之前的论证都是针对单独的数⼀个⼀个进⾏的，所以要想证明这个更⼀般的假设⽬

前还做不到．

有趣的是，我们上⾯的论证途径在历史上都曾经有⼈采⽤过．如之前所说，毕达哥拉斯

学派证明了
√

2 的⽆理性．之后，又有很多⼈证明了若⼲个
√

n 的⽆理性．从柏拉图的对话

录《泰阿泰德篇》我们可以知道这⼀点．

事情发⽣在公元前 400 年左右．著名哲学家苏格拉底遇到了数学家昔兰尼的西奥多罗斯，

并由此结识了才华横溢的年轻⼈泰阿泰德．泰阿泰德那时候⼤概⼗四五岁，如今中学⽣的年

纪．西奥多罗斯如此描述年轻⼈的才华：“他的学业和研究处理的相当轻松，平稳，准确，就像

油从碗⾥流出来⼀样，我深深的惊讶于他如此年轻就取得了这么多成就．”后⾯，泰阿泰德开

始给苏格拉底讲述他⾃⼰的研究．这项研究是他和朋友合作的，巧合的是，这个朋友也叫苏

格拉底．泰阿泰德解释说，西奥多罗斯已经告诉他，如果⼀个正⽅形的⾯积是整数，但不是平

⽅数，那么这个正⽅形的边长和对⾓线将不可公度．如果⾯积记为 n，这意味着
√

n 是⽆理
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数．西奥多罗斯已经证明了 n = 2, 3, 5 的情形，“并且⼀个数⼀个数的往下进⾏，直到 n = 17”．

泰阿泰德由此对那个⼀般的假设产⽣了兴趣，对话录的最后说泰阿泰德和他那个叫苏格拉底

的朋友⼀起成功的解决了这个问题．我们这⾥不打算复原泰阿泰德在论证过程中使⽤的若⼲

论断（那⾥有许多假设），⽽是主要按照欧⼏⾥得的途径展开证明，他的⽅法很可能与泰阿泰

德的类似（⾼斯在 2000 年后给出了⼀处简化）．

我们⾸先给出⼀个类似于引理 1 和引理 3 的结论．

定理 5 对于任意两个自然数 n 和 m，都存在数 t 和 r 满⾜如下条件：它们要么是自然数要么

是 0，且
n = mt + r, r < m. (1.4)

⼀旦 n 与 m 给定，那么这个表达式就是唯⼀的．

表达式 (1.4) 中的数 t 被称为⽤ m 除 n 所得的商，数 r 被称为所得的余数．

证明仍和之前类似．若 m > n，则取 t = 0, r = n 即可．若 n ≥ m，我们记 n1 =

n − m．显然有 n1 ≥ 0．若仍有 n1 ≥ m，那么记 n2 = n1 − m．持续减去 m 直到满⾜

nt = n − m − m − · · · − m = r ≥ 0 且 r < m．由此即得所要求的表达式 n − mt = r,
n = mt + r．

下⾯来证明对于给定的 n 和 m，表达式 (1.4) 是唯⼀的．假设有

n = mt1 + r1, n = mt2 + r2.

我们假设 t1 ̸= t2，故不防设 t1 > t2．⽤前⾯的式⼦减去后⾯的，可得 m(t1 − t2) + r1 − r2 = 0，

即

m(t1 − t2) = r2 − r1.

因为假设了 t1 > t2（随之可得 r2 > r1，但仍有 r2 < m），于是上式右侧⼩于 m，同时上式左

侧能被 m 整除，这显然不可能．■
在证明与引理 2 及引理 4 类似的命题之前，我们要介绍（更准确的说是回忆）⼀个重要

概念．⼀个不为 1 的⾃然数如果除开 1 和它⾃⾝之外再没有其他因数，那么它就被称为素数．

⽐如在前 20 个⾃然数中，2，3，5，7，11，13，17 和 19 是素数．

每个不为 1 的⾃然数都⾄少有⼀个素因数，这⼀点虽然很明显，却很重要．事实上，如

果⼀个数 n 除 1 和⾃⾝之外没有其他因数，那么它就是⾃⾝的⼀个素因数．如果 n 有其他因

数，那么就有 n = ab，其中 a < n, b < n．现在考虑 a，它要么是素数（这意味着它是 n 的

⼀个素因数），要么有两个因数（a = a1b1）．于是 n = a1(b1b)，其中 a1 < a，这表明 a1 也是

n 的因数．以此类推，我们就得到 n 的⼀列逐渐减⼩的因数：n > a > a1 > · · · > ar．最终

这列数必然不能再减⼩．如果我们找不到⽐ ar 更⼩的因数，那么 ar 就是 n 的素因数．

现在我们可以证明那个类似于引理 2 及引理 4 的命题了．

定理 6 如果两个整数的乘积可以被某素数整除，那么这两数中⾄少有⼀个能被此素数整除．
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记其中的素数为 p．我们将按素数由⼩到⼤的顺序证明命题对所有的素数都成⽴（前⾯

的引理 2 与引理 4 分别对应 p = 2 和 p = 3 的情形）．因此，当我们讨论素数 p 的情形时，

假定它对于所有的素数 q < p 都是成⽴的．假设 n1n2 被 p 整除，且 n1 与 n2 都不能被 p 整

除．不妨设

n1n2 = pa. (1.5)

根据定理 5 ，我们可得如下表⽰

n1 = pt1 + r1, n2 = pt2 + r2,

其中 r1 与 r2 是⼩于 p 的⾃然数（依据前⾯的假设，它们都不为 0）．结合 (1.5) 式可得

r1r2 = p(a − t1r2 − t2r1 − pt1t2),

即有

r1r2 = pb, b = a − t1r2 − t2r1 − pt1t2, (1.6)

这与 (1.5) 式相⽭盾．若 r1 = r2 = 1，则有 1 = pb．若 r1 > 1，那 r1 就有⼀个素因数 q．显

然有 q ≤ r1 < p．记 r1 = qa1，则按 (1.6) 式有

q(a1r2) = pb. (1.7)

前⾯说过，我们已经假定命题对于所有⼩于 p 的素数都是成⽴的，尤其是素数为 q 的情

形．因为 pb 能被 q 整除，所以其中之⼀必定能被 q 整除．因为 p 是素数，所以只能是 b 被

q 整除：b = qb1．结合 (1.7) 式我们有

a1r2 = pb1,

其中 a1 < r1 及 b1 < b．若 a1 ̸= 1，那我们可重复前⾯的步骤，将其化归到另外⼀个素数的

情形．由于 a、a1、…在逐渐递减，最终必在某处（即⾃然数 1）停⽌，于是就得到 r2 = pb′．

但这是不可能的，因为前⾯已假定 0 < r2 < p．定理由此得证．■
可以看到，这个论证过程与前⾯引理 2 以及引理 4 的证明是相似的：初始的情形 (1.5) 式

（即 n1 与 n2）被化归到⼩于 p 的情形 (1.6) 式（即 r1 与 r2）．不同之处在于，前⾯我们是列

举所有情形并⼀⼀验证，这⾥我们假定了命题对所有⼩于 p 的素数都是成⽴的，从⽽使得论

证更简洁．（欧⼏⾥得证明定理 5 的与此不同，我们采⽤的逐渐化归到更⼩⾃然数的做法来⾃

于⾼斯．）

现在我们可以证明关于⽆理性的⼀般结论了．

定理 7 若 c 是⼀个自然数，但不是某个自然数的平⽅，那么 c 不可能是某个有理数的平⽅，

即
√

c 是⽆理数．
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我们可以对⾃然数由⼩到⼤⼀个个地验证这个结论，由此我们可以认为定理对⽐较⼩的

c 都是成⽴的．我们不妨假设 c 不能被某个⼤于 1 的⾃然数的平⽅整除．事实上，假如有

c = d2 f，其中 d > 1，那么 f < c 以及 f 不是某个⾃然数的平⽅：否则由 f = g2 可得

c = ( f g)2，这与定理的要求相⽭盾．我们若假定定理对 f 成⽴，即
√

f 是⽆理数，这样就得

到
√

c 也是⽆理数．因为若有
√

c = n/m，则 n/m = d
√

f，
√

f = n/(dm)，这与
√

f 是⽆

理数的假设⽭盾．

现在按上⾯的“不妨假设”来证明定理成⽴．若有
√

c = n/m（这⾥要求 n 与 m 互素），则

m2c = n2．任取 c 的⼀个素因⼦ p，记 c = pd．显然 d 不能被 p 整除，否则 c 将被 p2 整除，

这与假设“c 不能被某个⼤于 1 的⾃然数的平⽅整除”⽭盾．由 m2c = n2 可知 n2 能被 p 整除．

根据定理 6，n 能被 p 整除，记 n = pn1．于是就有 m2d = pn2
1．因为 m 与 n 互素，⽽ p 能

整除 n，所以 p 不能整除 m．按照定理 6，m2 也不能被 p 整除．前⾯已知 p 不能整除 d，因

此 m2d = pn2
1 不可能成⽴．■

前⾯的若⼲论证使我们注意到：通过逐个取值的⽅式，我们证明了⼀些对于任意⾃然数

n 都成⽴的结论．我们先假设结论对 n = 1 成⽴，然后在假设结论对所有⽐较⼩的数值都成

⽴的情况下证明结论对任意的 n 都是成⽴的．

这⾥我们就依赖了⼀个假设，⽽这⼀假设可以被认为是算术理论的⼀个公理：若某个关

于自然数 n 的命题对 n = 1的情况是成立的，⽽且在该命题对所有小于 n 的自然数都成立的

前提下可以证明它对 n 也是成立的，那么这个命题对于所有的自然数都成立．

这⼀性质被称为数学归纳原理．有时候不必假设命题对所有⼩于 n 的⾃然数都成⽴，只

需在 n − 1 的情况下成⽴即可．在 n = 1 或 n = 2 时（又是为了⽅便，我们也可能取 n = 0）

命题必须成⽴这⼀要求被称为归纳初步；假定命题已经对 n − 1 的情况成⽴这⼀要求被称为

归纳假设．

如果要定义某个涉及数（或指标）n 的概念，必须先定义其关于 n − 1 的情况，那么这⾥

也使⽤了数学归纳原理．⽐如，我们在定义等差数列时，通过对前⼀个数增加常数 d（即等差

数列的公差）的⽅式来得到下⼀个数．这个定义中就使⽤了归纳．我们把这个定义写成⼀个

公式

an = an−1 + d.

为了按这个定义得到整个数列，我们只需要知道它的第⼀项 a1（或第零项 a0）即可．

数学归纳原理描述了⾃然数序列的⼀个⾮常基本的性质．法国数学家、物理学家和哲学

家亨利·庞加莱曾致⼒于研究归纳原理的作⽤．他提出了⼀个更⼴泛的问题：为什么数学不

是显然的？我们被教导，数学是由证明构成的，⽽每个证明又是由⼀系列三段论构成的．“所

有⼈都会死；苏格拉底是⼈；因此，苏格拉底会死．”就是⼀个经典的三段论．开始，我们知

道所有⼈都会死；结果，我们只知道苏格拉底会死．根据同样推理，庞加莱问，为什么数学

到最后不是⼀⼤堆平凡琐碎的命题呢？按照他的想法，数学处理的是诸如⾃然数和整个数轴

这样的⽆穷多对象的集合．（定理 7 对⽆穷多个 c 都是成⽴的，定理 2 本质上是说对于所有
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的⾃然数 m 和 n 都有 2n2 ̸= m2，这⾥涉及到⽆穷多的⾃然数．）但这怎么可能呢？毕竟所有

的数学命题都只包含数⽬有限的字词，它们怎么会导出⼀个对⽆穷多个对象都成⽴的命题的

呢？庞加莱通过数学归纳原理给出了解释：“（数学归纳原理）可以将⽆穷多个三段论压缩进⼀

个公式．”这就是可以⽤有限个字词来描述⾃然数这⼀⽆穷序列的能⼒．

习题：

1. 按照定理 2 和定理 4 的证明思路去证明
√

5 是⽆理数．

2. 证明：不超过 n 且能被 m 整除的⾃然数的个数等于 m 除 n 所得的商．

3. 证明：如果⾃然数 c 不是某个⾃然数的⽴⽅，那么 3
√

c 是⽆理数．

4. 在定理 5 的证明中，我们通过逐步减去 m 得到了要求的结论．假如⽤数学归纳原理来

证，过程是怎样的？

5. ⽤数学归纳原理证明下述等式

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
.

6. ⽤数学归纳原理证明不等式 n < 2n．

3 自然数的素分解

通过前⾯的章节，我们知道每个⼤于 1 的⾃然数都有素因数．由此我们可以得到其他⼀

些结论．

定理 8 每个⼤于 1 的自然数都是若⼲素数的乘积．

如果数 p 本⾝就是素数，可以将 p 看作单个素因数的乘积（即 p = p）．若 n > 1 不是

素数，那么它有⼀个素因数：n = p1n1．因为素数 p1 > 1，所以 n1 < n．现在对 n1 重复前

⾯的过程，这样就得到 n 的⼀个因数分解：n = p1 · · · pknk，其中 pi 都是素数，⽽ ni 越来越

⼩：n > n1 > n2 > · · · 这个过程终会停⽌，即对于某个 r 有 nr = 1，于是我们就得到了需

要的素因数分解 n = p1 · · · pr . ■
当然，读者很容易利⽤数学归纳原理给出⼀个更“严格”的证明．

上述证明过程有⼀点是需要特别在意的：如果 n 有很多素因数，那么第⼀步我们可能选

择其中任意⼀个．⽐如，30 可以先表⽰成 2 × 15，然后表⽰成 2 × 3 × 5，但我们也可以先将

其写成 3 × 10，再写成 3 × 2 × 5．我们不能预知最终的素因数分解只有分解顺序不同这⼀区

别．对于 30 这单个数，很容易考虑其全部可能的分解过程．但对于 740037721，还能轻易确

认 23623 × 31327 之外再没有其他分解⽅式了吗？
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在学校教育中，通常默认⾃然数只存在唯⼀的素因数分解．但这个论断需要证明，下⾯

的例⼦会解释其中缘由．假定我们只能使⽤偶数，不能使⽤奇数．这⾥，我们将那些不能写

成两个偶因数乘积的偶数定义为素数．即此时的“素数”为 2，6，10，1418，22，26，30，……

这种情况下⼀些偶数会有两个不同的“素”分解：

60 = 2 × 30 = 6 × 10.

更有甚者，有的数会有多种分解：

420 = 2 × 210 = 6 × 70 = 10 × 42 = 14 × 30.

因此，如果⾃然数的素分解是唯⼀的，那么其证明必定涉及到“我们处理的是全体⾃然数”

这⼀事实，⽽⾮（⽐⽅说）仅仅是偶数．

定理 9 任⼀自然数的任意两种素分解除分解顺序不同外再⽆其他区别．

它的证明不能说是完全显然，但其中所有的难点我们在证明定理 6 时已全部解决了．

⾸先我们对定理 6 作个简单的推⼴：

如果任意多个自然数的乘积能被素数 p 整除，那么其中⾄少有⼀个数能被 p 整除．

设有

n1n2 · · · nr = pa.

我们对 r 进⾏归纳来证明这个结论．若 r = 2，其即为定理 6．对于 r > 2，我们将等式写成

下⾯的形式

n1(n2 · · · nr) = pa.

依据定理 6，p 要么整除 n1（此时结论得证）要么整除 n2 · · · nr（根据归纳假设，结论仍成

⽴）．现在我们可以证明 9 了．假设某数 n 有两种素分解：

n = p1 · · · pr = q1 · · · qs. (1.8)

由此可知 p1 可以整除 q1 · · · qs．根据前⾯对定理 6 的推⼴，p1 必定可以整除 q1，…，qs

中的某⼀个．但 qi 都是素数，即 qi 的⼤于 1 的因⼦只有其⾃⾝．因此 p1 必与 qi 中的某个

相等．改变⼀下顺序，我们不妨认为有 p1 = q1．(1.8) 的两边同时除以 p1，得到

n′ =
n
p1

= p2 · · · pr = q2 · · · qs. (1.9)

现在的命题是关于⼀个更⼩的数 n′ 的，因此使⽤数学归纳原理，可以认为结论已经成⽴了．

特别地，我们可以得到 r − 1 = s − 1，即 r = s．与此同时，通过恰当的变换顺序，我们可以

知道 p2 = q2，p3 = q3，…，pr = qr．结合前⾯的 p1 = q1，定理得证．■
《⼏何原本》中记载了上述定理．它尽管很简单，却⼀直被看作是⼀个抽象的定理．然⽽

在过去⼏⼗年⾥，它却有了出⼈意料的实际应⽤．这涉及到密码问题，即将信息进⾏⼀些处
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理，使得它不能被那些没有额外信息（秘钥）的⼈理解．实践表明要对⼀个⾮常⼤的数进⾏

素分解，这需要海量的运算．这个关于素数相乘的逆问题在复杂性⽅⾯是⽆与伦⽐的．举个

例⼦，将两个长达数⼗位的素数相乘，只要坚持运算，算出结果是没什么问题的．⼀个 30 位

数乘以⼀个 40 位数，⼿算⼀天就能搞定．但要把这个结果（⼤约是个 70 位数）进⾏素分解，

即使借助现代的计算机，从地球产⽣起⼀直算到现在，也得不到结果．假如⼀个⼈知道两个

⼤素数 p、q，另⼀个⼈知道两者之积 n = pq，从定理 8 的⾓度来看，这两者掌握的信息其实

是⼀样的，只是形式不同罢了．但从 p、q 到 n 很容易，反过来要从 n 得到 p、q 这在现实中

是不可能的．这就是“密码”中最基本的思想．对于具体的细节，我们此处略过．1

在将⼀个数进⾏素分解时，某些素因数可能会多次出现，⽐如 90 = 2 × 3 × 3 × 5．我们

可以⽤数幂的形式把它们写在⼀起：90 = 2 × 32 × 5．因此对于每个⼤于 1 的⾃然数，我们

都有如下的分解

n = pα1
1 pα2

2 · · · pαr
r , (1.10)

其中 p1，…，pr 是互不相同的素数，指数 αi ≥ 1．我们把这样的分解称为标准分解．每个 n

的标准分解当然都是唯⼀的．

⼀旦知道了 n 的标准分解，我们就能了解 n 的因数⽅⾯的⼀切信息．对于形如 (1.10) 的

标准分解，我们考虑下⾯形式的数

m = pβ1
1 pβ2

2 · · · pβr
r . (1.11)

这⾥ pi 是与 (1.10) 中相同的素数，⽽ β1 ≤ α1，β2 ≤ α2，…，βr ≤ αr．此时可知 m 是 n 的

⼀个因数（这⾥ βi 允许取 0，即存在素数 pi 可以整除 n 但不能整除 m）．反过来，n 的每个

因数都形如 (1.11)．因为 m 的每个素因数也是 n 的素因数，即是 pi 中的某⼀个，所以 m 的

标准分解必形如 (1.11)．若 n = mk，则 k 也是 n 的⼀个因数，于是有形如 (1.11) 的分解

k = pγ1
1 pγ2

2 · · · pγr
r .

将 m 和 k 的标准分解相乘，同⼀素数的指数相加，必定能得到 n 的标准分解 (1.10)，因为定

理 9 保证了唯⼀性由同素数的指数相加，我们可得 β1 + γ1 = α1，这表明 β1 ≤ α1，同理可

得 β2 ≤ α2，…，βr ≤ αr．

现在我们计算数 n 的所有因素之和（将 1 和 n 包括在内通常是有利的）．举个例⼦，数

n = 30 的因数有 1，2，3，5，6，10，15，30，它们的和为 72．我们从最简单的情形开始：数

n 只有⼀个素因数，即 n = pα．它的因数皆形如 pβ，其中 0 ≤ β ≤ α，因此我们要计算的是

1 + p + p2 + · · ·+ pα．对于

s = 1 + a + a2 + · · ·+ ar

这种式⼦我们有通⽤公式（你或许已经知道这个了）可⽤．公式推导其实很简单：上式两边

同时乘以 a，可得

sa = a + a2 + a3 + · · ·+ ar+1.
1最近出现了⼀个新想法，那就是建造量⼦计算机．它可以在合理的时间内解决⼤数素分解的问题．
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可以看到，上⾯两个表达式⼏乎是⼀样的，s 中有 1 ⽽ sa 中没有，但 sa 中的 ar+1 是 s 中没

有的．两式相减，许多项可以相互抵消，最后得到

sa − s = ar+1 − 1,

即 s(a − 1) = ar+1 − 1，于是就有

s = 1 + a + a2 + · · ·+ ar =
ar+1 − 1

a − 1
. (1.12)

因为我们需要除以 a − 1，所以需要假设 a ̸= 1．形如 1，a，…，ar 这样的⼀列数称为等比数

列，式 (1.12) 就是等⽐数列的求和公式．

回到我们的问题，此时 n = pα，因此其因数之和为

1 + p + p2 + · · ·+ pα =
pα+1 − 1

p − 1
.

现在我们考虑稍微复杂⼀点的情形：数 n 有两个素因数．将其写作标准分解形式，即为

n = pα1
1 pα2

2 ．由 (1.11) 式可知，它的因数皆形如 pβ1
1 pβ2

2 ，其中 0 ≤ β1 ≤ α1，0 ≤ β2 ≤ α2．我

们按 β2 的值将这些因数进⾏分组．与 β2 = 0 相关的⼀组因数为 1，p1，p2
1，…，pα1

1 ，其和为

pα1+1
1 − 1
p1 − 1

.

与 β2 = 1 相关的⼀组因数为 p2，p1p2，p2
1p2，…，pα1

1 p2．计算它们的和式时先将 p2 提

出来，然后使⽤等⽐数列求和公式即可：

(1 + p1 + p2
1 + · · ·+ pα1

1 )p2 =
pα1+1

1 − 1
p1 − 1

p2.

以此类推，对于每个固定的 β2 的值，我们都能求出相应组⾥因数的和

(1 + p1 + p2
1 + · · ·+ pα1

1 )pβ2
2 =

pα1+1
1 − 1
p1 − 1

pβ2
2 .

将所有这些和式再相加，就得到我们所要求的所有因数之和

pα1+1
1 − 1
p1 − 1

+
pα1+1

1 − 1
p1 − 1

p2 + · · ·+
pα1+1

1 − 1
p1 − 1

pα2
2 =

pα1+1
1 − 1
p1 − 1

(1 + p2 + · · ·+ pα2
2 ).

应⽤等⽐数列求和公式来计算括号中的和式，于是就得到了我们所要求的结果：对于数 n =

pα1
1 pα2

2 ，它的所有因数之和为

pα1+1
1 − 1
p1 − 1

pα2+1
2 − 1
p2 − 1

.

现在你⼀定猜到最⼀般情形下的结果是什么样了．我们考虑如下乘积

S′ = (1 + p1 + p2
1 + · · · pα1

1 )(1 + p2 + p2
2 + · · · pα2

2 ) · · · (1 + pr + p2
r + · · · pαr

r ),
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然后将所有的括号中的元素都乘开．

对于下述乘积

(a + b + · · · )k,

我们将括号中每个元素都与 k 相乘，然后将它们相加．如果乘积中有两对括号，形如

(a1 + b1 + · · · )(a2 + b2 + · · · ),

我们将前⼀个括号中的每个元素与后⼀个括号中的每个元素都相乘，然后将得到的数（诸如

a1a2，a1b2，a1c2，b1a2，b1b2 等）全部加起来．如果是任意多对括号的乘积

(a1 + b1 + · · · )(a2 + b2 + · · · ) · · · (ar + br + · · · ),

我们分别从每个括号中取⼀个元素，将它们相乘，最后再把所有可能得到的结果整个加起来．

现在把上述规则⽤来求 S′．分别从每个括号中取元素（pβ1
1 ，pβ2

2 ，…，pβr
r ，其中 0 ≤ βi ≤ αi）

来相乘，得到结果

pβ1
1 pβ2

2 · · · pβr
r ,

依照 (1.11)式，这正好是 n 的⼀个因数．同时按照定理 9，每⼀项都只出现⼀次．因此，S′ 就等于

n 的所有因数之和．另⼀⽅⾯，根据 (1.12) 式，第 i 个括号中元素之和为 (pαi+1
i − 1)/(pi − 1)，

因此整个乘积等于

S′ =
pα1+1

1 − 1
p1 − 1

pα2+1
2 − 1
p2 − 1

· · · pαr+1
r − 1
pr − 1

.

这就是我们所要求的所有因数之和的公式．与此同时，我们也得到了所有因数的个数．为

了求得因数的个数，我们将参与求和的每⼀项变为 1 即可．回顾上述证明，我们可以看到，只

需将 S′ 中各括号⾥的每⼀项变为 1 即可．这样，乘积中第⼀个括号⾥就成了 α1 + 1，第⼆个

括号⾥成了 α2 + 1，以此类推，直⾄第 r 个括号⾥变为 αr + 1．此时我们就算出了所有因数

的数⽬

(α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αr + 1).

举个例⼦，数 pαqβ ⼀共有 (α + 1)(β + 1) 个因数．

利⽤同样的⽅法，我们可以求出所有因数的平⽅（或⽴⽅，乃⾄任意 k 次⽅）之和．整

个论证与之前相⽐不必做⼤的改动，你应该相信，利⽤这种⽅法我们可以得到标准分解形如

(1.10) 的数 n 的所有因数的 k 次⽅之和为

S =
pk(α1+1)

1 − 1
pk

1 − 1
pk(α2+1)

2 − 1
pk

2 − 1
· · · pk(αr+1)

r − 1
pk

r − 1
. (1.13)

我们还可以探究两个⾃然数 m 和 n 的公因数．假设他们有如下的标准分解

n = pα1
1 · · · pαr

r , m = pβ1
1 · · · pβr

r , (1.14)
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为了包含某素数只整除了 m 和 n 其中⼀个的情况，我们允许 (αi, βi) 中的⼀个元素可以

取 0．由前⾯已知的关于因数的知识可得，数 k 是 m 和 n 的公因数当且仅当它形如

k = pγ1
1 · · · pγr

r ,

对于每个 i，γi ≤ αi 与 γi ≤ βi 须同时成⽴．换句话说，如果记 σi 为 αi 与 βi 的最⼩值，那

么条件就变为 γi ≤ σi 必须对每个 i 都成⽴．令

d = pσ1
1 · · · pσr

r , (1.15)

则前⾯的论述表明下⾯这⼀定理是成⽴的．

定理 10 对于任意两个标准分解形如 (1.14) 式的自然数 m 和 n，它们能同时被由 (1.15) 式所
定义的 d 整除．另外，m 和 n 的所有公因数都是 d 的因数．

数 d 称为 m 和 n 的最⼤公因数，记为 gcd(m, n)．很显然，在 m 和 n 的公因数中必然

有⼀个数是最⼤的，但所有其他公因数都能整除它这⼀点可不那么明显．这是由定理 8 与定

理 9 保证的．这就是为什么我们在这⾥把相关性质进⾏详细讲述的原因，⽽这些原因在通常

的学校课程中是被忽略的．

前⾯我们谈到过，将⼀个数进⾏素分解可是个苦⼒活．因此我们寻求另外⼀种途径来求

最⼤公因数，这⼀途径不需要素分解．学校中通常讲的就是这种⽅法，它的依据是定理 5．设

m 和 n 是两个⾃然数，且有 n = mt + r，0 ≤ r < m．

引理 5 若 r ̸= 0，则 gcd(n, m) = gcd(m, r).

其实我们很容易就能说明更强的结论也是对的：m 和 n 以及 m 和 r 这两组数有相同的

公因数，因此它们的最⼤公因数也相同．设 d 是 m 和 n 的⼀个公因数，由 r = n − mt 可知

d 也是 m 和 r 的公因数．若 d′ 是 m 和 r 的公因数，由 n = mt + r 可知它也是是 m 和 n 的

公因数．■
从数对 (n, m) 转移到 (m, r) 的⽅便之处在于 r < m．我们可以对数对 (m, r) 进⾏同样

的操作．令 m = rt1 + r1，0 ≤ r1 < r．若 r1 ̸= 0，则 gcd(m, r) = gcd(r, r1)．反复如此，

直⾄出现余数为 0 的情况，⽐如 ri = ri+1ti+2 + 0，即 ri+2 = 0．此时 ri+1 整除 ri，所以

gcd(ri, ri+1) = ri+1．从这⾥⼀步步往前倒推，可以得到 ri+1 = gcd(n, m)．这种计算最⼤公

因数的⽅法称为欧⼏里得算法 2 ，《⼏何原本》中有写． 我们以计算 gcd(8891, 2329) 为例看

看具体的过程：

8891 = 2329 × 3 + 1904; 2329 = 1904 × 1 + 425; 1904 = 425 × 4 + 204;

425 = 204 × 2 + 17; 204 = 17 × 12 + 0; =⇒ gcd(8891, 2329) = 17.

2中⽂⽂献中常称为辗转相除法．
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如果 m 和 n 的公因数只有 1，则称它们互素．这意味着 gcd(n, m) = 1．利⽤欧⼏⾥得

算法我们⽆需对数进⾏素分解就能判断两个数是否互素．

我们以最初的关于⽆理性的问题来结束本章．前⾯我们已经⼤⼤推⼴了“
√

2 是⽆理数”这

⼀结论．它与下⼀章的内容是相互联系的，因此也可以将其看作下⼀章的引论．

我们将形如 axk 的表达式称为单项式，其中 a 是⼀个数，x 是⼀个未知数，k 是⾃然数或

者 0．数 k 称为次数，a 为系数．更⼀般地，我们也可以考虑包含多个未知数的单项式，⽐如

ax2y8 这样的．不过我们此处的讨论仅限于包含⼀个未知数的单项式．若⼲个单项式之和称为

多项式．如果⼀个多项式中某些单项式的次数相同，我们将其合并为⼀个单项式．⽐如⼀个多

项式包含 axk 和 bxk 这两个单项式，我们将其合并为 (a+ b)xk．有鉴于此，我们默认对于任意

⼀个确定的次数，多项式中只包含⼀个相关的单项式，不妨设其为 akxk．若 k = 0，我们就简

单的记作 a0．多项式中诸单项式次数的最⼤值称为多项式的次数．对于多项式 2x3 − 3x + 7，

它的次数是 3，各项系数为 a0 = 7，a1 = −3，a2 = 0，a3 = 2．⼀个 n 次多项式具有如下的

⼀般形式

f (x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ anxn,

其中某些 ak 可以为 0，但 an ̸= 0．因为否则的话这就不是 n 次多项式了．a0 称为常数项，⽽

an 是首项系数． 若 n = 0，则多项式就是 a0，这种多项式称为常数，因为它对于 x 的不同

取值，得到的永远是 a0．如果数 α 满⾜ f (α) = 0，我们就称它为多项式 f (x) 的根．通常约

定多项式 f (x) 的次数就是⽅程 f (x) = 0 的次数．对于不等于零的数 c，⽅程 f (x) = 0 和

c f (x) = 0 显然有相同的根，也就是说，它们是等价的．

现在我们来研究各项系数 ai 都是有理数的⽅程 f (x) = 0．记 c 为各⾮零系数的公分母，

由此可将研究对象 f (x) = 0 变为 c f (x) = 0，它的各项系数都是整数．下⾯我们研究的都是

这种整系数⽅程，因此会遇到关于整数的整除性问题．这⾥复习⼀下：对于整数 a 和 b，如

果存在整数 c 满⾜ a = bc，我们就说 b 能整除 a．

定理 11 设 f (x) 是⼀个整系数多项式，且首项系数为 1．若⽅程 f (x) = 0 有⼀个有理数根

α，那么 α 必定是整数，且 α 可以整除 f (x) 的常数项．

先将 α 写成分数 ±a/b 的形式，且要求⾃然数 a 与 b 互素．按题意， f (x) 可以写成

a0 + a1x + · · ·+ anxn，这⾥ ai 都是整数．将 α 代⼊⽅程 f (x) = 0，得

a0 + a1

(
± a

b

)
+ · · ·+ an−1

(
± a

b

)n−1
+
(
± a

b

)n
= 0. (1.16)

⽅程两边同时乘以 bn，然后将 (±a)n 移到等号的右边．提取公因数可以看出左边能被 b

整除：

[a0bn−1 + a1(±a)bn−2 + · · ·+ an−1(±a)n−1]b = (±1)n−1an.

因此 b 整除 an．如果 α 不是整数，那么 b > 1．记 p 为 b 的⼀个素因数，就有 p 整除 an．按

照定理 6，p 能整除 a．这与 a、b 互素的条件⽭盾．因此 b = 1，α = ±a．
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为了证明定理的第⼆部分，我们将 a0 留在等号左边，其余的项都移到右边．容易看出右

边能被 a 整除：

a0 = a
(
− (±a1)− a2(±a)− · · · − an−1(±a)n−2 − (±a)n−1

)
.

显然有 a（因此 α）能整除 a0．■
上述证明是由中世纪的数学家⽐萨的莱昂纳多（通常被称为斐波那契）给出的．在⼀本

⼤约写于 1225 年的著作中，他对⽅程 x3 + 2x2 + 10x = 20 使⽤了上述论证．

对于这类⾸项系数为 1 的整系数⽅程，定理 11 给出了寻找其有理数根的可能性：找出常

数项的所有因数（可正可负），然后验证它们是不是根．以 x5 − 13x + 6 = 0 为例，我们必须

验证 ±1，±2，±3 和 ±6．结果表明 x = −2 是⼀个根．

因此，对于⾸项系数为 1 的整系数⽅程，除了那些可以整除常数项的整数根外，其余所

有的根都是⽆理数．本章开头的⼀些结论就是这⼀结论的特殊情形：令 f (x) = x2 − 2 就得到

定理 2；令 f (x) = x2 − 3 就得到定理 3；令 f (x) = x2 − c，这⾥ c 是⾮平⽅⾃然数，就得到

定理 7．这样我们就将前⾯那些结论推⼴到了最⼀般的情形．除此之外，这个结论还有⼏何⽅

⾯的应⽤．

我们不妨考虑下述⽅程

x3 − 7x2 + 14x − 7 = 0. (1.17)

依照定理 11，它的有理数根只可能是那些整除 −7 的整数．逐⼀验证表明它们都不是⽅程的

根，因此这个⽅程的根都是⽆理数．确实，⽅程到底有没有根⽬前我们不知道，但后⾯的知

识会告诉我们，⽅程确实有根，⽽且它们还⾮常有趣．

在半径为 1 的圆中画⼀个内接正七边形，其边长的平⽅就是⽅程 (1.17) 的⼀个根．其实，

⽅程有三个根，⼀个在 0 和 1 之间，⼀个在 2 和 3 之间，还有⼀个在 3 和 4 之间．如果我们

将多边形的任意两个顶点的连线都叫做对⾓线的话（此时边长也是对⾓线），那么这三个根就

都是前述正七边形的某条对⾓线的平⽅．如图1.5，正七边形只有三种不同长度的对⾓线 AB，

AC 和 AD．因此所有这三种长度都是⽆理数．

A

B
C

D

图 1.5

习题：
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1. 如果将⾃然数和素数换成（本节开始提到过的）偶数与偶素数，那么定理 6 就不能成⽴

了．请问定理 6 论证中的哪⼀步会出问题？

2. 证明：假设⾃然数 m 和 n 互素，可以通过将 m 的各因数与 n 的各因数分别相乘得到

mn 的因数，并且在此过程中 mn 的每个因数都恰好出现⼀次．若仍有 m 和 n 互素，请

由此可证明 S(mn) = S(m)S(n)，这⾥ S(N) 表⽰数 N 的各因数的 k 次⽅之和．⽤这

种⽅法我们可得到公式 (1.13)．

3. 假若数 n 除⾃⾝外的所有因数之和等于 n，那么称其为完全数．⽐如 6 和 28 都是完全

数．证明：若 p = 2r − 1 是素数，那么 2r−1p 是完全数（提醒⼀句，我们前⾯推导的

所有因数之和的公式是包括 n 在内的）．《⼏何原本》中已经有这个结论了．⼤约过了

2000 年，欧拉证明了逆命题：每个偶完全数都形如 2r−1p，其中 p = 2r − 1 是素数．⽤

本章的知识就能给出证明，但这⼀点也不简单．试试吧！到⽬前为⽌，是不是存在奇完

全数仍不得⽽知．

4. 对于⾃然数 m 和 n，如果存在整数 a 和 b 使得 ma + nb = 1，那么 m 和 n 显然是互素

的（因为它们的任⼀公因数都将整除 1）．试证明逆命题：如果⾃然数 m 和 n 互素，那

么将存在整数 a 与 b 使得 ma + nb = 1．提⽰：使⽤带余除法和数学归纳原理．

5. 利⽤习题 4 中的结论给出定理 6 的⼀个新证明．正如我们看到的，从定理 6 很容易得

到定理 9．这整个过程这就是欧⼏⾥得的证法．

6. 试对素因数的个数做归纳来证明公式 (1.13)．

7. 哪些整数 a 可以使得 xn + ax + 1 有有理数根？

8. 设 f (x) 是整系数多项式，证明：若既约分数 α = ±a/b 是 f (x) = 0 的⼀个根，则 b 能

整除⾸项系数，a 能整除常数项．这个结论将定理 11 推⼴到了⾸项系数不为 1 的整系

数多项式的情形．
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2 多项式的最简单性质

主题：多项式

4 多项式的根与整除理论

本章我们主要研究 f (x) = 0 形式的⽅程，其中 f (x) 是⼀个多项式．上⼀章的结尾我们

已经提过它了．我们应该将研究 f (x) = 0 理解为“寻找多项式（⽅程）所有的根”．如果多项

式 f (x) 的所有系数都是 0，那么 f (x) = 0 就成了恒等式，我们简单的将其写作 f = 0．我们

不谈论这个多项式的次数．

两个多项式相加，就是简单的合并同类项⽽已．若

f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn, g(x) = b0 + b1x + · · ·+ bmxm,

那么其乘法就定义为

f (x)g(x) = (a0 + a1x + · · ·+ anxn)(b0 + b1x + · · ·+ bmxm).

去掉括号，我们得到诸如 akblxk+l 这样的项，其中 0 ≤ k ≤ n，0 ≤ l ≤ m．合并同类项之后，

我们就得到

c0 + c1x + c2x2 + · · ·

这样的多项式，其系数满⾜

c0 = a0b0, c1 = a0b1 + a1b0, c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0, · · · (2.1)

即系数 cm 等于所有满⾜ k + l = m 的乘积 akbl 之和．

多项式有许多类似于整数的性质．我们可以将多项式

f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn

类⽐于写成⼗进制（或者其他进位制）的⾃然数．⽐如我们对于 1998，我们有

1998 = 8 + 9 × 10 + 9 × 102 + 103.

21
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多项式的次数也可与整数的绝对值作类⽐．正如通常对整数的绝对值做归纳⼀样，我们也常

常对多项式的次数做归纳来证明多项式的相关性质．

这⾥特别提⼀个多项式的重要性质：两多项式乘积的次数等于两多项式的次数之和．我

们取两个次数分别为 n 和 m 的多项式

f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn, g(x) = b0 + b1x + · · ·+ bmxm,

即要求 an ̸= 0 且 bm ̸= 0．按照公式 (2.1) 计算 f (x)g(x) 的系数，可得诸如 akblxk+l 这样的

项，其中 k + l ≤ n + m．很明显可以看到其中最⾼的次数是 n + m．进⼀步，具有这个次数

的项恰有⼀个：anbmxn+m．因为 anbm ̸= 0，所以这⼀项不为零．这个性质是 |xy| = |x||y| 的
类⽐（|x| 表⽰ x 的绝对值）．

关于多项式的带余除法，其陈述和证明与⾃然数那边别⽆⼆致（参见第⼀章的定理 5）．

定理 12 对于任意的多项式 f (x) 以及不恒为 0 的多项式 g(x)，必存在多项式 h(x) 和 r(x)

满⾜

f (x) = g(x)h(x) + r(x), (2.2)

其中要么 r(x) 的次数小于 g(x) 的次数，要么 r(x) = 0．另外，多项式 h(x) 和 r(x) 由 f (x)

和 g(x) 唯⼀决定．

如果 f = 0，则表⽰ (2.2) 显然成⽴： f = g · 0 + 0 .
现在假设 f ̸= 0，对 f (x) 的次数应⽤归纳法．设 f (x)、g(x) 的次数分别为 n 和 m：

f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn, g(x) = b0 + b1x + · · ·+ bmxm,

若 m > n，则表⽰ (2.2) 成⽴：

f = g · 0 + f , 其中 h = 0, r = f .

若 m ≤ n，令

f1 = f − an

bm
xn−mg.

（因为 g(x) 的次数为 m，所以 bm ̸= 0．）易知 f1 中 xn 这⼀项会被抵消掉，即 f1 的次数⼩于

n．我们可以认为定理对这⼀多项式已经成⽴，即有表⽰

f1 = gh1 + r,

其中 r = 0 或者 r 的次数⼩于 m．于是有

f = f1 +
an

bm
xn−mg =

(
h1 +

an

bm
xn−m

)
g + r.

这就是我们所需要的表⽰ (2.2)，其中 h = h1 + (an/bm)xn−m .
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现在来证明表⽰ (2.2) 的唯⼀性．如果 f = gk + s 是另外⼀种表⽰，其中 s 要么恒为零，

要么是⼀个次数⼩于 m 的多项式．两种表⽰相减，可得

g(h − k) + r − s = 0, g(h − k) = s − r.

如果 s − r = 0，那么 s = r，h = k．如果 s − r ̸= 0，那么根据假设，它的次数⼩于 m，但

g(h − k) 的次数⾄少⼤于 g 的次数，即⾄少⼤于 m，这就有了⼀个⽭盾．■
现在回顾⼀下定理 5 的证明，确信⾃⼰能明⽩它与我们刚才的证明是完全类似的．与此

同时，如果我们继续执⾏被归纳法默认的运算（即从 f1 到更低次数的 f2，以此类推，直⾄得

到次数⼩于 m 的余式 r），那么我们就得到了学校通常讲的多项式除以多项式的长除法：⽐如

对于多项式

f (x) = x3 + 3x2 − 2x + 5, g(x) = x2 + 2x − 1,

我们有

x + 1

x2 + 2x − 1
)

x3 + 3x2 − 2x + 5

− x3 − 2x2 + x

x2 − x + 5

− x2 − 2x + 1

− 3x + 6

如何选择多项式 h(x) 的⾸项呢？我们需要它乘以 g(x) 的⾸项（即 x2）之后能得到 f (x)

的⾸项（即 x3）．这就是最上⾯⼀⾏的第⼀项 x．在 f (x) 的下⽅，我们写出乘积 −g(x)x，两

者相加得到第三⾏．此时再选商式的下⼀项，要求其与 g(x) ⾸项（即 x2）的乘积等于第三⾏

的⾸项（即 x2），这就得到了最上⾯⼀⾏的第⼆项 1．继续重复前⾯的操作．因为最后⼀⾏中

多项式的次数为 1（⼩于 g(x) 的次数 2），所以运算到此终⽌．这样就得到了

x3 + 3x2 − 2x + 5 = (x2 + 2x − 1)(x + 1)− 3x + 6.

类⽐于数的情形，表⽰ (2.2) 称为多项式 f (x) 除以 g(x) 的带余除法，多项式 h(x) 称为

商式，r(x) 称为余式．

多项式的带余除法虽然是⾃然数的带余除法的类⽐，但是更简单．因为每次都是减去次

数相同的项，⽽不像⾃然数那样相减有时还需要从⾼位借数．

重复第⼀章中数的情形，我们可以⽤定理 12 来求两个多项式的最⼤公因式．借助定理

12，我们可得引理 5 的类⽐

gcd( f , g) = gcd(g, r).

说得更准确⼀点，多项式对 ( f , g) 与 (g, r) 有相同的公因式．利⽤第⼀章中的欧⼏⾥得算法：

先是 g 除以 r（g = rh1 + r1），再⽤ r 除以 r1，如此类推，得到⼀列次数递减的多项式 r，r1，
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r2，…，rk．当得到余式 rk+1 = 0 时停⽌运算，此时有 rk−1 = rkhk+1．从连等式

gcd( f , g) = gcd(g, r) = gcd(r, r1) = · · · = gcd(rk−1, rk)

可以得到

gcd( f , g) = gcd(rk−1, rk).

因为 rk ⾃⾝就是 rk−1 的因式，所以 gcd(rk−1, rk) = rk，即 gcd( f , g) = rk．这⾥有⼀点需

要指出，与数那⾥的情形不同，gcd( f , g) 并不是唯⼀的：对于 f (x) 和 g(x) 的每⼀个公因式

d(x)，cd(x) 也是它们的公因式，这⾥ c 是任意的⾮零常数．因此只能说 gcd( f , g) 在相差⼀

个常数因⼦的情况下是唯⼀的．

如果 g(x) 是⼀个⼀次多项式，那么定理 12 不仅形式简单，⽽且⾮常有⽤．记

g(x) = ax + b (a ̸= 0).

因为乘以⼀个常数并不会改变 g(x) 在整除⽅⾯的性质，所以不妨将 g(x) 乘以 a−1，即将其

变为⾸项系数为 1 的多项式．此时记 g(x) = x − α（马上就会看到为什么 α 前⾯⽤减号更⽅

⾯）．依据定理 12，我们有

f (x) = (x − α)h(x) + r. (2.3)

易知 r 的次数⼩于 1，即 r 是⼀个数．不⽤带余除法我们能知道这个余数是多少吗？当然可

以，⽽且这很简单．只要把 x = α 带进 (2.3) 式即可得到 r = f (α)．因此 (2.3) 式可写成

f (x) = (x − α)h(x) + f (α). (2.4)

多项式 f (x) 能被 x − α 整除等价于带余除法中的余式为 0．根据 (2.4) 式，这个余式等于

f (α)，因此我们就得到了所谓的贝祖定理．

定理 13 多项式 f (x) 能被 x − α 整除等价于 α 是 f (x) 的⼀个根．

⽐如多项式 xn − 1 有根 x = 1，因此 xn − 1 能被 x − 1 整除．这其实就是第⼀章的 (1.12)
式（以 n 替换 r + 1，以 x 替换 a）．

虽然贝祖定理的证明很简单，但它把两个全然不同的概念——整除性与根——联系了起

来，所以它有许多重要的应⽤．⽐⽅说，给定两个多项式 f 和 g，对于它们的公共根我们知

道些什么呢？即如何处理⽅程组 f (x) = 0，g(x) = 0？根据贝祖定理，如果 f 和 g 都能被

x − α 整除，那么 α 就是个公共根．此时 x − α 能整除 gcd( f , g)，⽽这是可以通过欧⼏⾥得

算法求出来的．若 d(x) = gcd( f , g)，则 d(x) 能被 x − α 整除，于是有 d(α) = 0．这样我们

就把求多项式 f 和 g 的公共根的问题转化为了求 d 的根的问题，⽽ d 的次数通常要⼩⼀些．

我们以两个⼆次多项式为例来看看如何求它们的公因式：

f (x) = x2 + ax + b, g(x) = x2 + px + q.
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（通过乘以⼀个恰当的数，我们总能把多项式写成如上形式．）像之前⼀样做长除法：

1

x2 + px + q
)

x2 + ax + b

− x2 − px − q

(−1p + 1a) x + (−1q + 1b)

可以看到余式 r(x) = (a − p)x + (b − q)．这⾥对 a = p 的情形需要单独考虑．若再有 b = q，

则 f (x) = g(x)，因此⽅程组就变成了⼀个⽅程 f (x) = 0．若 b ̸= q，则 r(x) 此时是⼀个⾮

零常数，即 f 和 g 没有⾮常数公因式．最后我们来考虑 a ̸= p 的情况．此时 r(x) 只有⼀个

根 α = (b − q)/(p − a)．将 α 代进 g(x) 就能知道 g(x) 能不能被 x − α 整除．代⼊可得( b − q
p − a

)2
+ p

( b − q
p − a

)
+ q = 0,

去分母后得到

(b − q)2 + p(p − a)(b − q) + q(p − a)2 = 0. (2.5)

对后两项提取公因式，可得

(b − q)2 + (p − a)(pb − aq) = 0.

我们将 D = (b − q)2 + (p − a)(pb − aq) 称为多项式 f 和 g 的结式．根据前⾯的分析，

当 a ̸= p 时，D = 0 等价于 f 和 g 存在⾮常数公因式．当 a = p 时，D = 0 变为 b = q，这

仍然等价于 f 和 g 存在⾮常数公因式．总之，D = 0 等价于 f 和 g 存在⾮常数公因式．原

则上（当然，具体细节要复杂得多），对于任意两个多项式 f (x) 和 g(x)，我们可以求出⼀个

⽤ f 和 g 的系数构造出来的表达式 D，⽽ D = 0 就等价于这两个多项式有⾮常数公因式．

贝祖定理的另⼀个重要应⽤与多项式根的数⽬有关．设 f (x) 是不恒为零的多项式，且有

两个不相等的根 α1 和 α2．根据贝祖定理， f (x) 能被 x − α1 整除：

f (x) = (x − α1) f1(x). (2.6)

将 x = α2 代⼊等式．因为 α2 是⼀个根，所以 f (α2) = 0．这意味着 (α2 − α1) f1(α2) = 0．

因为 α1 ̸= α2，所以 f1(α2) = 0，即 α2 是 f1(x) 的⼀个根．对 f1(x) 应⽤贝祖定理，我们有

f1(x) = (x − α2) f2(x)．将它代⼊ (2.6) 式，得

f (x) = (x − α1)(x − α2) f2(x).

现在假设多项式 f (x) 有 k 个不同的根 α1，α2，…，αk．将上⾯的论证重复 k 次，就能

发现 f (x) 必定能被 (x − α1)(x − α2) · · · (x − αk) 整除：

f (x) = (x − α1)(x − α2) · · · (x − αk) fk(x). (2.7)

设多项式 f (x) 的次数为 n．易知 (2.7) 式右边多项式的次数⼤于等于 k，⽽左边多项式的次

数为 n，即有 n ≥ k．我们将这⼀结论总结为定理：
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定理 14 对于任意的非零多项式，其不同的根的数目不会超过多项式的次数．

当然，对于⼀个恒为零的多项式，任意数都是它的根．定理 14 是由哲学家、数学家笛卡

尔在 17 世纪证明的．

两个多项式相等是什么意思？这个问题直⾄⽬前我们都在回避．现在定理 14 给出了回答

这个问题的可能性．

有⼀种可能的解释是这样的：将多项式写成如下形式

f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn, g(x) = b0 + b1x + · · ·+ bmxm,

如果它们对应项的系数都相等，即 a0 = b0，a1 = b1，…，那我们就认为这两个多项式相等．

⽐如之前提到的假若 f (x) 的所有系数都为 0，我们就认为 f = 0．

另⼀种可能的解释是：对于多项式 f (x) 和 g(x)，假如将 x 换成任意的数 c，两个多项

式的值都相等（即对于任意的 c 都有 f (c) = g(c)），那么可以认为这两个多项式相等．

现在我们来证明这两种对“相等”的解释其实是⼀致的．如果 f (x) 和 g(x) 的对应项系数

都相同，那么对于所有的 x 取值它们显然会得到相同结果．反过来，我们需要说明如果两个

多项式对于 x 的所有取值都有相同结果，则它们的对应项系数相同．其实，我们可以证明⼀

个更强的结论：如果两个多项式对于 n + 1 个不同的取值都能得到相同的结果，则两者的对

应项系数相同．当然这个 n 要⽐两个多项式的次数都⼤．

定理 15 设多项式 f (x) 和 g(x) 的次数都不超过 n，并且对于 x 的 n + 1 个不同取值它们得

到的结果都相同，那么 f (x) 和 g(x) 的对应项系数相同．

设 f (x) 和 g(x) 对于 n + 1 个不同的值 α1，α2，…，αn+1 都有相同的结果，即

f (α1) = g(α1), f (α2) = g(α2), · · · , f (αn+1) = g(αn+1).

我们考虑下⾯的多项式

h(x) = f (x)− g(x)

（这⾥“=”的意思是两侧多项式的对应项系数相同）．由前⾯的说明可知，对于任意的 α，都有

h(α) = f (α)− g(α),

则

h(α1) = 0, h(α2), · · · h(αn+1) = 0,

这意味着 α1，α2，…，αn+1 是多项式 h(x) 的 n + 1 个不同的根．但是 f 和 g 的次数都不超过

n，所以多项式 h 的次数也不会超过 n．这就与根据定理 14 产⽣了⽭盾．因此只能是 h = 0，

即多项式 h 的所有系数都为 0. 由此可知多项式 f 和 g 的对应项系数都相同．■
从此对于多项式中的“相等”我们再不必区分它到底是哪种意思了．



22

4 多项式的根与整除理论 27

定理 15 说明了多项式具有可称为“刚性”的有趣性质．也就是说，如果⼀个多项式 f (x)

的次数不超过 n，那么只要知道 f (x) 对于 x 的 n + 1 个不同取值的结果，我们就能唯⼀确

定 f (x) 的系数．这意味着对于 x 的所有其他取值，我们都能知道相应的结果．这⾥有⼀点需

要提⼀下，前⾯说的“唯⼀确定系数”指的只是不可能有两个不同的多项式同时满⾜这个性质．

因此，这个多项式是否存在的问题就很⾃然的出现了．

给定两组数 x1，x2，…，xn+1 与 y1，y2，…，yn+1，是否存在⼀个次数不超过 n 的多项

式 f (x) 使得 f (x1) = y1， f (x2) = y2，…， f (xn+1) = yn+1？定理 15 只是说如果这样的多

项式存在，那么这样的多项式是唯⼀的．构造这种多项式的问题称为插值问题．在处理实验

结果的时候经常需要⾯对这样的问题：对于某些固定的值 x = x1，x = x2，…，x = xn+1 我

们得到了数据结果，对于 x 取其他值时的结果，我们希望能有⼀个合理的假设．将数据列表

如下
x x1 x2 · · · xn+1

f (x) y1 y2 · · · yn+1
(2.8)

⼀种合理的假设是这样的：构造⼀个次数不超过 n 的多项式 f (x) 使得 f (x1) = y1， f (x2) =

y2，…， f (xn+1) = yn+1，并约定其余的 x 值得到的结果就是相应的 f (x) 取值．但这样的多

项式真的存在吗？我们现在来找⼀个这样的多项式，称它为对应表 (2.8) 的插值多项式．

为了得到⼀般情形下的插值多项式，我们从最简单的插值多项式开始处理，即诸多 yi 中

只有⼀个不为 0．此时上⾯的表格就变成了

x x1 x2 · · · xk−1 xk xk+1 · · · xn+1

f (x) 0 0 · · · 0 yk 0 · · · 0

如果 fk(x) 是这个插值问题的解，那么除了 xk 之外的诸 xi 都是 fk(x) 的根．因此 fk(x)

可以被 x − xi 的乘积所整除．因为 x − xi 这样的差有 n 个，⽽多项式的次数又不能超过 n，

所以 fk(x) 与 x − xi 的乘积只相差⼀个常数因⼦，即我们可以假设

fk(x) = ck(x − x1)(x − x2) · · · (x − xk−1)(x − xk+1) · · · (x − xn+1). (2.9)

反之，任意形式如上的多项式在 x = x1，x = x2，…，x = xk−1，x = xk+1，…，x = xn+1

处的取值都满⾜条件．为了让 (2.9) 中的多项式也满⾜ xk 处的条件，我们将 x = xk 代⼊等

式．因为 fk(xk) 需要等于 yk，所以

ck =
yk

(xk − x1) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn+1)
.

为了将公式写得简短⼀点，我们引进⼀个 n + 1 次的辅助多项式：

F(x) = (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn+1).

于是有

(x − x1)(x − x2) · · · (x − xk−1)(x − xk+1) · · · (x − xn+1) =
F(x)

x − xk
.
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令 F(x)/(x − xk) = Fk(x)，则 Fk(xk) ̸= 0，于是有

ck =
yk

Fk(xk)
,

fk(x) =
yk

Fk(xk)
Fk(x). (2.10)

对于表 (2.8) 所对应的更⼀般的插值多项式，我们只需要将所有最简单情形下的插值多

项式加起来即可：

f (x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn+1(x).

实际上，如果令 x = xk，则上式右侧除 fk(xk) 之外的各项全为 0，⽽ fk(xk) = yk．另外，因

为各 fi(x) 的次数都不超过 n，所以 f (x) 也是如此．⾄此，我们可以将所要求的公式写出来

了

f (x) =
y1

F1(x1)
F1(x) +

y2

F2(x2)
F2(x) + · · ·+ yn+1

Fn+1(xn+1)
Fn+1(x), (2.11)

其中

Fk(x) =
F(x)

x − xk
, F(x) = (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn+1).

利⽤上述插值多项式我们可以得到⼀个出⼈意料的恒等式．考虑对应于下表的插值问题：

x x1 x2 · · · xn+1

f (x) xk
1 xk

2 · · · xk
n+1

,

其中 k = 0 或 k 是不⼤于 n 的⾃然数．⾸先，很容易看出多项式 f (x) = xk 是这个插值问题

的⼀个解．另⼀⽅⾯，这个问题的解必定可以⽤公式 (2.11) 来表⽰．因此就有

xk =
xk

1
F1(x1)

F1(x) +
xk

2
F2(x2)

F2(x) + · · ·+
xk

n+1
Fn+1(xn+1)

Fn+1(x),

其中

Fk(x) =
F(x)

x − xk
, F(x) = (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn+1).

多项式 Fk(x) 的次数为 n，且其中 xn 项的系数为 1．若 k < n，则等式右侧是⼀个次数

⼩于 n 的多项式，因此所有 n 次项必须相互抵消掉．即有

xk
1

F1(x1)
+

xk
2

F2(x2)
+ · · ·+

xk
n+1

Fn+1(xn+1)
= 0 (k < n).

若 k = n，则右侧所有 n 次项的系数之和必定为 1．即有

xn
1

F1(x1)
+

xn
2

F2(x2)
+ · · ·+

xn
n+1

Fn+1(xn+1)
= 1.

习题：
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1. 对于 F(x) = (x − x1)(x − x2) 和 F(x) = (x − x1)(x − x2)(x − x3)，写出本节最后两个

公式的具体形式，并且通过直接计算的⽅式对它们进⾏验证．

2. 利⽤长除法计算 xn+1 − 1 除以 x − 1 的结果，由此得到公式 (1.12) 的另⼀种推导⽅法．

3. 讨论 xn − a 除以 xm − b 的带余除法的问题．（提⽰：结论依赖于 n 除以 m 的带余除法

的结果）

4. 试解释下述推导公式 (2.7) 的简短论证为什么是错的：因为每个 x − αi 都能整除 f (x)，

所以它们的乘积也能整除 f (x)．对于结论“如果数 n 能被 a 和 b 整除，那么 n 就能被

ab 整除”，要确保⾃⼰能明⽩它是错误的．以此类推，即可给出前⾯的解释．

5. 试证明任⼀多项式都能写成若⼲形如 x − xi 的多项式与⼀个⽆根多项式的乘积，且这

种表⽰是唯⼀的．

6. 令 F(x) = (x − x1) · · · (x − xn)，其中 xi 互不相同．证明：若 f (x) 是⼀个次数⼩于 n 的

多项式，则 f (x)/F(x) 可以写成若⼲个形如 ak/(x− xk) 的分式之和，其中 k = 1, · · · , n；

同时找出关于 ak 的公式．

7. 假设多项式 Fk(x) 的定义和正⽂⼀致，那么对于 n + 1 个数 x1，…，xn+1，以及次数⼩

于 n 的多项式 g(x)，必有

g(x1)

F1(x1)
+ · · ·+ g(xn+1)

Fn+1(xn+1)
= 0.

8. 假设 g(x) 的次数为 n，其 xn 项的系数为 a，其余条件与上题相同，则有

g(x1)

F1(x1)
+ · · ·+ g(xn+1)

Fn+1(xn+1)
= a.

5 重根与导数

⽅程 x2 − a = 0 在 a > 0 时有两个根 x =
√

a 和 x = −
√

a，其中
√

a 是 a 的算术平⽅

根．若 a = 0，求根公式会给出两个相等的值．同样的，利⽤求根公式，其它⼀些⼆次⽅程也

会出现两个根相同的情况．其它次数的⽅程也会出现这种情况吗？⾸先我们来考虑⼀个好像

没什么意义的问题：⽅程 f (x) = 0 有两个相等的根到底是什么意思？毕竟对于⽅程的随便哪

个根，我们可以把它在纸上写很多遍，想写多少遍就写多少遍，⽽且它们永远都等于同⼀个

数！对于⼆次⽅程，我们是通过求根公式来求得答案的．但对于⼀般的⽅程呢？如果⾮要认为

⽅程 f (x) = 0 有两个相等的根 x = α 和 x = α，我们需要多加考虑来给出⼀个合理的定义．

贝祖定理 给了我们⼀个提⽰．假设多项式 f (x) 有⼀个根 x = α，那么根据贝祖定理，

f (x) 能被 x − α 整除，因此有 f (x) = (x − α)g(x)，这⾥ g(x) 是⼀个次数低于 f (x) 的多项
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式．如果 g(x) 也有根 x = α，那么我们就说多项式 f (x) 有两个等于 α 的根．依据贝祖定理，

g(x) 可以表⽰为 g(x) = (x − α)h(x)，这意味着

f (x) = (x − α)2h(x). (2.12)

这相当于说，此时表⽰ (2.7) 中包含了两个因⼦ x − α．这与说⽅程有两个相同的根在直

观上是吻合的．

如果形如 (2.12) 的多项式 f (x) 还有⼀个根 α，那么我们就说 f (x) 有三个等于 α 的根．

⼀般地，如果 f (x) 可以表⽰成 f (x) = (x − α)ru(x)，其中 u(x) 是⼀个不以 α 为根的多项

式，那么我们就说 f (x) 恰有 r 个相同的根 α．如果 r ≥ 2，那么就称 α 是⼀个重根．因此若

f (x) 能被 (x − α)2 整除，那么 α 就是个重根．若 f (x) 恰有 r 个等于 α 的根，那么称 r 为根

α 的重数．

若⽅程 x2 + px + q = 0 有根 x = α，则⽤ x − α 去除 x2 + px + q 可得

x2 + px + q = (x − α)(x + p + α) + (α2 + pα + q).

因为 α 是⽅程 x2 + px + q = 0 的根，所以

α2 + pα + q = 0,

因此

x2 + px + q = (x − α)(x + p + α).

如果 x + p + α 有根 α，即 2α + p = 0，那么根据定义，⽅程就有两个相同的根 α．此时

α = −p/2．将其代⼊ α2 + pα+ q = 0，可得 −p2/4+ q = 0．这就是熟知的⽅程 x2 + px+ q =

0 有两个相等的根的判别条件．

对于三次⽅程 x3 + ax2 + bx + c = 0，计算只不过稍微复杂⼀点罢了．设其有根 α，则⽤

x − α 去除 x3 + ax2 + bx + c 可得

x3 + ax2 + bx + c = (x − α)(x2 + (a + α)x + b + aα + α2) + α3 + aα2 + bα + c.

根据假设，

α3 + aα2 + bα + c = 0,

所以

x3 + ax2 + bx + c = (x − α)(x2 + (a + α)x + b + aα + α2).

如果 α 是多项式 x2 +(a+ α)x+ b+ aα+ α2 的根，那么按定义，⽅程 x3 + ax2 + bx+ c = 0

就有两个与 α 相等的根．此时有

α2 + (a + α)α + b + aα + α2 = 0,
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即

3α2 + 2aα + b = 0.

我们可以看到⽅程 x3 + ax2 + bx + c = 0 的重根是下⾯两个多项式的公共根

x3 + ax2 + bx + c, 3x2 + 2ax + b.

根据前⼀节的知识，它们是下述多项式的根

gcd(x3 + ax2 + bx + c, 3x2 + 2ax + b).

我们可以⽤欧⼏⾥得算法求出这个最⼤公因式．

现在将同样的⽅法⽤于任意次数的多项式

f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn.

假设 α 是这个多项式的⼀个根．⽤ x − α 去除多项式，我们得到的商是⼀个 n − 1 次的多项

式 g(x)．因为 g(x) 的系数涉及到 α，故不妨记其为 g(x, α)．由 (2.3) 和 (2.4) 式可知，余式

是 f (α)，即有

f (x) = (x − α)g(x, α) + f (α). (2.13)

将 x = α 代⼊ g(x, α)，得到⼀个关于 α 的多项式，我们称其为多项式 f (x) 在 x = α 处

的导数，记作 f ′(α)．因此，按照定义有

f ′(α) =
f (x)− f (α)

x − α
(α). (2.14)

这种写法很容易产⽣误解，因为假如把 x = α 同时代⼊表达式的分⼦与分母中，我们会得到

0/0．因此需要对这个表达式给出⼀个解释：事实上，分母是可以整除分⼦的（在代⼊ x = α

之前），因此其实是将 x = α 代⼊商式中，⽽商式是⼀个多项式．⽐如对于

x2 − 1
x − 1

(1)

我们可以这么理解：(x2 − 1)/(x − 1) = x + 1，然后将 x = 1 代⼊，得 (x + 1)(1) = 2．从多

项式 f (x) 到导数 f ′(α) 这⼀过程称之为对 f (x) 求导．

将继续学习数学的读者将会遇到其他情形下的导数概念，⽐如 f (x) = sin x 或 f (x) = 2x

的导数．严格来讲，导数都是由 (2.14) 式定义的，但在⼀般情况下要对右侧给出合理的解释

要困难的多．对于多项式情形，对 f (x)− f (α) 应⽤贝祖定理，⼀切都很清晰．

对于 (2.13) 式中的多项式 f (x)，如果 α 是他的⼀个根，即 f (α) = 0，则有 f (x) =

(x − α)g(x, α)．如果 α 是 g(x, α) 的⼀个根，即 g(α, α) = 0，则 α 是 f (x) 的⼀个重根．但

这意味着 f ′(α) = 0．由此我们就证明了下述定理

定理 16 多项式 f (x) 的某个根是重根，当且仅当它是导数 f ′(x) 的⼀个根．
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我们知道，f (x)的重根 α 是多项式 f (x)与 f ′(x)的公共根．换句话说，α 是 gcd( f (x), f ′(x))

的根．由欧⼏⾥得算法，我们可以求出最⼤公因式．通常，最⼤公因式的次数要远⼩于 f (x)

的次数．

现在我们将由带余除法得到的 (2.13) 式考察的更细致⼀点，以此得到多项式导数的具体

具体形式．

对 f (x) 除以 x − α 做长除法，是可以得到 g(x, α) 和 f (α) 的具体形式的．但还有⼀种

更简单的⽅法．因为 f (x) 是所有 akxk 的和，所以 f (x)− f (α) 是所有 ak(xk − αk) 的和．多

项式 xk − αk 有根 x = α，因此根据贝祖定理，它能被 x − α 整除．应⽤公式 (1.12) 可得

xk − 1 = (x − 1)(xk−1 + xk−2 + · · ·+ x + 1).

以 x/α 替换 x，得

xk

αk − 1 =
(x

α
− 1
)(xk−1

αk−1 +
xk−2

αk−2 + · · ·+ x
α
+ 1
)

.

两边同时乘以 αk，得

xk − αk = (x − α)(xk−1 + αxk−2 + · · ·+ αk−2x + αk−1). (2.15)

在推导过程中我们假定 α ̸= 0，但当 α = 0 时 (2.15) 式显然成⽴．

现在考虑多项式 f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn 与差值 f (x)− f (α)．前⾯说过，这个差

值是所有 ak(xk − αk) 之和．逐项应⽤ (2.15) 式，可得

ak(xk − αk)

x − α
= ak(xk−1 + αxk−2 + · · ·+ αk−2x + αk−1).

若将 x = α 代⼊等式右侧，可得 kakαk−1．将 x = α 代⼊ (2.13) 式中的 g(x, α)，我们会发现

g(x, α)(α) = g(α, α) 就是所有 kakαk−1 之和，即 a1 + 2a2α + 3a3α2 + · · ·+ nanαn−1．换句话

说，对于多项式 f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn，我们已经得到了导数 f ′(x) 的具体表达式：

f ′(x) = a1 + 2a2x + 3a3x2 + · · ·+ nanxn−1. (2.16)

前⾯我们对⼆次和三次多项式已经得到了相应的导数，将它们与 (2.16) 式对⽐，确保⾃

⼰明⽩它们确实是 (2.16) 式的特殊情形．

多项式的导数这⼀概念之所以重要，不仅仅是它与重根问题相关；它还有其它许多应⽤．

为此，我们这⾥先证明⼀些导数的基本性质．所有的证明都可由 (2.13) 式得到．

常数的导数．若 f (x) = α0，则根据定义，f (x) = f (α) 以及 g(x, α) = 0．因此 f ′(α) = 0，

即 f ′(x) = 0．

和的导数． 设 f1 和 f2 是两个多项式，令 f = f1 + f2．我们有

f1(x) = f1(α) + (x − α)g1(x, α),

f2(x) = f2(α) + (x − α)g2(x, α)
(2.17)
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因此 f ′1(α) = g1(α, α)， f ′2(α) = g2(α, α)．由 (2.17) 式可得

f (x) = f (α) + (x − α)g(x, α),

其中 g(x, α) = g1(x, α) + g2(x, α)．因此

f ′(α) = g(α, α) = g1(α, α) + g2(α, α),

即

( f1 + f2)
′ = f ′1 + f ′2.

对和式中的项数进⾏归纳，⽴即可以得到任意有限多个多项式之和的导数：

( f1 + f2 + · · ·+ fr)
′ = f ′1 + f ′2 + · · ·+ f ′r .

数乘的导数． 设 f1(x) = a f (x)．将等式 f (x) = f (α) + (x − α)g(x, α) 两边同时乘以 a，

得

f1(x) = a f (x) = a f (α) + (x − α)ag(x, α),

即 f1(x) = f1(α) + (x − α)ag(x, α) 及 f ′1(α) = a f ′(α)：

(a f )′ = a f ′.

乘积的导数． 设 f = f1 f2．将 (2.17) 式中两式相乘，可得

f1(x) f2(x) = f1(α) f2(α) + (x − α)g(x, α),

其中

g(x, α) = g1(x, α) f2(α) + g2(x, α) f1(α) + (x − α)g1(x, α)g2(x, α).

因此有

f (x) = f (α) + (x − α)g(x, α),

其中 g(x, α) 同上．由此可知

f ′(α) = g(α, α) = g1(α, α) f2(α) + g2(α, α) f1(α) = f ′1(α) f2(α) + f1(α) f ′2(α),

即

( f1 f2)
′ = f ′1 f2 + f1 f ′2. (2.18)

如果 f1 是常数（即零次多项式），则因为常数的导数为 0，所以由 (2.18) 式可得 (a f )′ = a f ′ ．

对乘积中的项数做归纳，可得

( f1 f2 · · · fr)
′ = f ′1 f2 · · · fr + f1 f ′2 · · · fr + · · ·+ f1 f2 · · · f ′r (2.19)
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（对于右侧，1 f2 · · · fr 的各因⼦依次替换为其导数）．事实上，依据 (2.18) 式，

( f1 f2 · · · fr)
′ = (( f1 f2 · · · fr−1) fr)

′ = ( f1 f2 · · · fr−1)
′ fr + ( f1 f2 · · · fr−1) f ′r .

将 (2.19) 式代⼊ ( f1 f2 · · · fr−1)
′（这点已经由归纳假设保证），即可得到结论．

(2.19) 式有⼀个重要的特殊情形，即其中各多项式都相等：

( f r)′ = r f r−1 f ′. (2.20)

由导数定义出发很容易验证 x′ = 1，因此 (xr)′ = rxr−1．结合前⾯的法则，我们再次证明了

(2.16) 式．

再回到关于多项式重根的问题．设多项式 f (x) 有 k 重根 α．这意味着它可以写成如下形

式

f (x) = (x − α)kg(x),

其中 g(x) 不以 α 为根．按照 (2.18) 式，

f ′(x) =
(
(x − α)k

)′
g(x) + (x − α)kg′(x).

根据 (2.20) 式， (
(x − α)k

)′
= k(x − α)k−1.

（注意到依 (2.16) 式有 (x − α)′ = 1．）因此得到

f ′(x) = k(x − α)k−1g(x) + (x − α)kg′(x) = (x − α)k−1p(x),

其中 p(x) = kg(x) + (x − α)g′(x) ．

因为 p(α) = kg(α) ̸= 0，所以 p(x) 不以 α 为根．我们来考虑多项式

g(x) = gcd( f (x), f ′(x)), φ(x) =
f (x)
d(x)

.

因为 f (x) 和 f ′(x) 都能被 (x − α)k−1 整除，所以多项式 d(x) 也能被 (x − α)k−1 整除．因

为 p(α) ̸= 0，所以 p(x) 不能被 x − α 整除，这说明 d(x) 不能被 (x − α)k 整除．现在可以

看出 φ(x) 可以被 x − α 整除，且不能被 x − α 的更⾼次幂整除．从前⾯的定义可知，多项式

φ(x) 与根 α ⽆关，因此前⾯的结论对 f (x) 的所有根都成⽴．即多项式 φ(x) 与 f (x) 的根相

同，但所有的根都不是重根．多亏这个结论，我们经常可以将关于⼀般多项式的根的问题化

归到⼀个⽆重根多项式的根的问题．

这⾥提⼀下，其实在插值多项式那⾥已经有导数的痕迹了．设 F(x) = (x − x1) · · · (x −
xn+1)．由 (2.16) 式可知 (x − xj)

′ = 1．因此根据 (2.19) 式有

F′(x) =(x − x2) · · · (x − xn+1) + (x − x1)(x − x3) · · · (x − xn+1)

+ · · ·+ (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn).
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借⽤前⾯的定义 Fk(x) = F(x)/(x − xk)，就有

F′(x) = F1(x) + F2(x) + · · ·+ Fn+1(x).

当 i ̸= k 时，所有的 Fi(x) 都包含因式 x − xk，所以有 Fi(xk) = 0，于是 F′(xk) = Fk(xk)．由

此我们可以将 (2.11) 式写成下述形式

f (x) =
y1

F′(x1)
F1(x) +

y2

F′(x2)
F2(x) + · · ·+ yn+1

F′(xn+1)
Fn+1(x).

习题：

1. 易知多项式 x2n − 2xn + 1 有根 x = 1，因此根据贝祖定理它可以被 x − 1 整除．式求出

这个除法运算的商式．

2. 哪些 a 和 b 可以使得多项式 xn + axn−1 + b 有重根？求出此时的根．

3. 哪些 a 和 b 可以使得多项式 x3 + ax + b 有重根？

4. 求证：当 n > m 时多项式 xn + axm + b 没有重数⼤于 2 的⾮零根．

5. 多项式 f ′(x) 的导数称为 f (x) 的⼆阶导数，记作 f ′′(x)．试为 ( f1 f2)
′′ 求出类似于 (2.18)

式（形式上当然要复杂⼀点）的公式．

6. 求证：⼀个多项式的导数恒等于 0，当且仅当这个多项式是常数（即是零次多项式）．

7. 求证：对于任意多项式 f (x)，总存在多项式 g(x) 使得 g′(x) = f (x)，且所有这些 g(x)

之间都只相差⼀个常数项．

8. 求证：任⼀多项式的根的个数都不会超过它的次数，即使将根的重数计算在内也是如此．

6 二项式定理

本节我们主要研究在将 (1 + x)n 展开为⼀般形式 a0 + a1x + · · ·+ anxn 的过程中出现的

⼀个重要公式．为此我们需要将表达式 (1 + x)n = (1 + x)(1 + x) · · · (1 + x) 中的括号去掉．

显然，我们会得到诸如 xk 的项，但这些项每个都会出现许多次．合并同类项之后，就能得到

我们所要的公式了．⽐如，当 n = 2 时的结果就是⼤家所熟知的

(1 + x)2 = (1 + x)(1 + x) = 1(1 + x) + x(1 + x)

= 1 + x + x + x2 = 1 + 2x + x2.
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当 n = 3 时的结果或许你已经知道了．不知道也没关系，计算 (1 + x)2 乘以 1 + x 即可：

(1 + x)3 = (1 + x)2(1 + x) = (1 + 2x + x2)(1 + x)

= (1 + 2x + x2) + (1 + 2x + x2)x

= 1 + 3x + 3x2 + x3.

⼀般展开式中 xk 的系数 ak 不仅与 k 有关，还与表达式 (1 + x)n 的次数 n 有关．为了表⽰这

种系数对 n 和 k 的依赖性，我们⽤ Ck
n 来表⽰ xk 的系数．因此就有

(1 + x)n = C0
n + C1

nx + C2
nx2 + · · ·+ Cn

n xn. (2.21)

由前⾯的计算可知，C0
2 = 1，C1

2 = 2，C2
2 = 1，C0

3 = 1，C1
3 = 3，C2

3 = 3，以及 C3
3 = 1．

系数 Ck
n 称为⼆项式系数．我们的⽬标是给出 Ck

n 的显式表⽰．其中的⼀些我们⽴马就能

知道．在做多项式乘法时，各⾸项只相乘⼀次，⽽多项式 (1 + x)n 的⾸项为 xn，因此就有

Cn
n = 1. (2.22)

同理可得，多项式相乘时各常数项也只相乘⼀次，⽽ (1 + x)n 的常数项为 1，所以有

C0
n = 1. (2.23)

对于⼀般情形，我们对 (2.21) 式两边同时求导．依据 (2.20) 式，左边变为 n(1 + x)n−1，

因为根据 (2.16) 式有 (1 + x)′ = 1．对于右边，按 (2.16) 式写出即可．于是有

n(1 + x)n−1 = C1
n + 1C2

nx + · · ·+ kCk
nxk−1 + · · ·+ nCn

n xn−1.

将左边的 (1 + x)n−1 按 (2.21) 式展开．对于 xk−1 项，在左边它的系数为 nCk−1
n−1，在右边它

的系数是 kCk
n．于是有

kCk
n = nCk−1

n−1 或 Ck
n =

n
k

Ck−1
n−1,

这意味着系数 Ck
n 可以⽤指标较⼩的系数 Ck−1

n−1 来表⽰．对 Ck−1
n−1 也应⽤这个公式，得到

Ck
n =

n(n − 1)
k(k − 1)

Ck−2
n−2.

重复这个过程 k 次，可得

Ck
n =

n(n − 1) · · · (n − r + 1)
k(k − 1) · · · (k − r + 1)

Cn−rk−r

（从分母 k 和分⼦ n 中⼀次减去 0，1，…，r − 1，r 次减法给出了 r 个因⼦）．最终，我们取

r = k．因为对任意的 m 都有 C0
m = 1，所以我们得到了
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Ck
n =

n(n − 1) · · · (n − k + 1)
k(k − 1) · · · 1

. (2.24)

这就是我们所寻找的显式表⽰．

配以 (2.24) 式的公式 (2.21) 称为⼆项式公式（或⽜顿⼆项式）． “⼆项式”（binomial）这

个词来源于意为“有两个名字”的⼀个拉丁⽂词汇，现在⽤来称呼只含两项的代数式．因此这

个公式可以理解为展开⼆项式幂次的公式．

⼆项式公式有⾮常多的应⽤，因此 (2.24) 式给出的 Ck
n 的各种表达式都是有益的．分母

是从 1 到 k 的所有整数的乘积．我们把 1 · 2 · · ·m 这种形式的乘积叫做 m 的阶乘，记作 m!．

分⼦是从 n 到 n − k + 1 的所有整数的乘积．如果我们把它再乘上从 n − k 到 1 的所有整数

的乘积（即 (n − k)!），就会得到 n!．将 (2.24) 式中的分⼦与分母同时乘以 (n − k)!，就得到

了 Ck
n 的⼀个新的表达式

Ck
n =

n!
k!(n − k)!

. (2.25)

由此⽴即可得

Ck
n = Cn−k

n . (2.26)

公式 (2.24) 和 (2.25) 中的分母能整除分⼦这⼀点并⾮那么显然，尽管根据 (2.21) 式我们能

感觉到这点必然成⽴．我们可以将 (2.24) 式的右侧是⼀个整数这⼀结论表述为任意 k 个连续

（正）整数之积必定能被 k! 整除．在后⾯的内容中我们将会看到由此可以得到关于素数的⼀

些有趣的性质．

现在来探究系数 Ck
n 的⼀些重要的性质．⾸个性质来源于下⾯这个显然成⽴的等式

(1 + x)n = (1 + x)n−1(1 + x).

根据 (2.21) 式展开 (1 + x)n 和 (1 + x)n−1，可得

C0
n + C1

nx + · · ·+ Cn
n xn = (C0

n−1 + C1
n−1x + · · ·+ Cn−1

n−1)(1 + x).

在左边，xk 的系数是 Ck
n；在右边，xk 来源于 Ck

n−1xk 与 Ck−1
n−1xk−1x 之和，故其系数为 Ck

n−1 +

Ck−1
n−1．因此有

Ck
n = Ck

n−1 + Ck−1
n−1. (2.27)

这个公式便于我们从⼀些指标为 n − 1 的系数去求指标为 n 的系数 Ck
n．为了让这个公式更直

观⼀点，我们将系数 Ck
n 排列成三⾓形的形式，其中 Ck

n 都排在第 n ⾏．结合 (2.22) 和 (2.23)
式，我们有
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1
1 1

1 2 1
· · · · · · · · · · · ·

1 C1
n−1 · · · Cn−2

n−1 1
1 C1

n C2
n · · · Cn−1

n 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(2.27) 式说明每个⼆项式系数 Ck
n 都是它左上⽅和右上⽅两个数字之和．以前两⾏为出发点，

我们很容易就能计算出各系数的值，⽐如

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

这个三⾓形数阵称为帕斯卡三角 1．

在 (2.21) 式中令 x = 1，我们就得到了第⼆个性质．此时左边为 2n，右边是所有⼆项式

系数 Ck
n 之和．因此，帕斯卡三角中第 n ⾏的所有数字之和等于 2n：

C0
n + C1

n + C2
n + · · ·+ Cn

n = 2n.

最后我们考虑同⼀⾏中相邻的两个数 Ck−1
n 与 Ck

n．根据 (2.25) 式，

Ck
n =

n!
k!(n − k)!

, Ck−1
n =

n!
(k − 1)!(n − k + 1)!

.

因为 k! = (k − 1)!k 以及 (n − k + 1)! = (n − k)!(n − k + 1)，所以有

Ck
n =

n − k + 1
k

Ck−1
n .

若 n − k + 1 > k，即 k < (n + 1)/2 时有 (n − k + 1)/k > 1，因此 Ck
n > Ck−1

n ．同样的，若

k > (n + 1)/2，则有 Ck
n < Ck−1

n ．这表明，帕斯卡三角中的每⼀⾏数字，从左⾄右先是逐渐

增⼤，到中间后又逐渐变小．如果 n 是偶数，那么中间只有⼀个最⼤值 Cn/2
n ；如果 n 是奇数，

那么中间相邻的两个数 C(n−1)/2
n 和 C(n+1)/2

n 同时取得最⼤值．在 k = (n + 1)/2 的情形，我

们有

Ck
n = Ck−1

n .

1中⽂⽂献中常称为杨辉三角．
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(2.21) 式可以推⼴到更⼀般的情形．将 x = b/a 代⼊ (2.21) 式，两边同时乘以 an，可得

(a + b)n = C0
nan + C1

nan−1b + C2
nan−2b2 + · · ·+ Cn

nbn. (2.28)

上述过程需假设 a ̸= 0（因为我们除以了 a），但最终这结果显然对 a = 0 是成⽴的．这个公

式通常也叫做⼆项式公式．

现在来讨论⼆项式公式的⼀些推论与应⽤．通常，⼀个命题越简单，它的应⽤越⼴．⼆

项式公式中的第⼀个系数是我们经常遇到的．按 (2.24) 式，第⼆个系数 C1
n 等于 n．因此按

(2.26) 式有 Cn
n = 1，Cn−1

n = n．因此

(a + b)n = an + nan−1b + · · ·+ nabn−1 + bn.

这种表达式对探究⽅程是有帮助的．⼀个 n 次⽅程通常形如

a0 + a1x + · · ·+ an−1xn−1 + anxn = 0.

次数为 n 意味着 an ̸= 0．因此可以将各系数除以 an，得到⼀个与之等价的⾸项系数为 1 的

⽅程．下⾯我们都默认讨论这种⽅程，即

f (x) = a0 + a1x + · · ·+ an−1xn−1 + xn = 0.

这⾥我们引⼊另外⼀种得到等价⽅程的⽅法．令 x = y + c，其中 y 是⼀个新的未知数，c

是某个常数．将其代⼊⽅程，由 amxm 可得 am(y+ c)m．⽤⼆项式公式将所有 am(y+ c)m 展开

成 y 多项式，然后合并同类项．结果我们得到⼀个关于 y 的多项式，不妨记作 g(y) = f (y+ c)．

因为 y = x − c，所以⽅程 f (x) = 0 与 g(y) = 0 等价：⽅程 g(y) = 0 的根 y = α − c 对

应于⽅程 f (x) = 0 的根 x = α；⽅程 f (x) = 0 的根 x = β + c 对应于⽅程 g(y) = 0 的

根 y = β．我们来看看在这个代换下⽅程的系数会怎样变化．⾸先，因为⽤⼆项式公式展开

am(y + c)m 得到的各项的次数都不超过 m，所以 n 次项只可能来⾃ (y + c)n，其为 yn，因此

⽅程 g(y) = 0 的次数还是 n，并且⾸项系数仍是 1．再来考虑 n − 1 次的项．同理可得，y

的 n − 1 次项只可能来⾃于 (y + c)n 和 an−1(y + c)n−1．后者中 n − 1 次项为 an−1yn−1，由

⼆项式公式可知前者中的 n − 1 次项为 nyn−1c．这说明多项式 g(y) = f (y + c) 中的 n − 1

次项为 (an−1 + nc)yn−1．选择恰当的 c 可借此使得 n − 1 次项消失：令 an−1 + nc = 0，即

c = −an−1/n．⾄此我们就证明了下述命题：

定理 17 对⽅程 f (x) = a0 + a1x + · · ·+ an−1xn−1 + xn = 0 使用代换 x = y − an−1/n，可以

得到⼀个等价⽅程 g(y) = 0，其次数为 n，首项系数为 1，且不含 n − 1 次项．

对于⼆次⽅程，定理 17 给出了求根公式．因为此时多项式 g(y) 形如 y2 + b2，由此⽴即

可知其根为 y = ±
√
−b2．依照定理 17 中的代换可以求出 b2，因此可求得 f (x) 的根．请确

保⾃⼰明⽩我们可由此得到熟知的求根公式．对于⼀般的多项式，我们借此可得到⼀个简单
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点的⽅程，这有时是很有帮助的．⽐如，任意三次⽅程都等价于⼀个形如 x3 + ax + b = 0 的

⽅程．

最后，我们应⽤⼆项式定理来求⾃然数⽅幂和，即如下的和式

Sm(n) = 0m + 1m + 2m + · · ·+ nm. (2.29)

特殊情形 S1(n) = n(n + 1)/2 你或许已经知道了．我们先对最⼀般的和式做些说明．设 a0，

a1，a2，…，an，…是⼀个⽆穷数列，我们感兴趣的是相继数之和：a0，a0 + a1，a0 + a1 + a2，…，

a0 + a1 + a2 + · · ·+ an，……我们⽤字母 a 表⽰前⼀个数列，其中第 n + 1 个元素记作 an．与

之相伴的第⼆个数列记为 Sa，其第 n + 1 项为

(Sa)n = a0 + a1 + a2 + · · ·+ an, n = 0, 1, 2, · · ·

⽐如 an = nm (n = 0, 1, 2, · · · )，那么 Sa 就是 Sm(n) 构成的数列．如果知道了数列 Sa，那显

然可以由此反推除数列 a，⽤ Sa 的第 n + 1 项减去第 n 项即可．若

bn = (Sa)n = a0 + a1 + · · ·+ an, (2.30)

bn−1 = (Sa)n−1 = a0 + a1 + · · ·+ an−1, (2.31)

那么⽤ (2.30) 式减去 (2.31) 式，就得到

bn − bn−1 = an.

这是⼀种重要的构造⽅法．

对于任意给定的数列 b0，b1，b2，…，bn，…，我们考虑新数列 b0，b1 − b0，b2 − b1，…，

bn+1 − bn，…若将前⼀个数列记作 b，则后⼀个数列记作 ∆b．它的元素都有如下形式

(∆b)0 = b0, (∆b)n = bn − bn−1, n = 1, 2, · · ·

由此可以将前⾯提到的数列 a 与 Sa 的关系写作公式 ∆Sa = a．事实表明，这其中有⼀种对

应关系：

∆Sa = a, S∆b = b. (2.32)

我们可以将这种性质看作数列 S 与 ∆ 是互逆的．

其中的第⼀个关系式前⾯已经证明了，现在来证明后⼀个关系式．为此我们定义 ak =

(∆b)k，k = 0，1，…，n − 1：
a0 = b0,

a1 = b1 − b0,

a2 = b2 − b1,
...

an = bn − bn−1.
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现在将所有这些等式加起来：左边得到 a0 + · · ·+ an，即 (Sa)n；右边除 bn 之外的项都相互

抵消了．因此有 (Sa)n = bn，这就是 (2.32) 中的第⼆个关系式．

这些关系式的好处在于，求出满⾜ ∆b = a 的数列 b 有时候⽐直接求出数列 Sa 要简单．

然后根据 (2.32) 式中的第⼆个关系式就得到 Sa = b．

现在⽤这个想法来处理 (2.29) 式．易知 Sm(n) = (Sa)n，其中 an = nm．怎样将数列 a

表⽰成 a = ∆b 的形式呢？下⾯的定理给出了答案．

定理 18 对于任意的 m 次多项式 f (x)，存在唯⼀的 m + 1 次多项式 g(x) 满⾜

g(x)− g(x − 1) = f (x), (2.33)

且 g(x) 的常数项为零．

很容易证明满⾜这种条件的多项式 g(x) 是唯⼀的．假设 g1(x) 是另外⼀个满⾜条件的多

项式，即 g1(x)− g1(x − 1) = f (x) 且 g1(x) 的常数项为零．将这个等式与 (2.33) 式作差，可

得 g1(x)− g(x) = g1(x − 1)− g(x − 1)．令 g1(x)− g(x) = g2(x)，则有 g2(x) = g2(x − 1)

且 g2(x) 的常数项为零，即 g2(0) = 0．将 x = 1 代⼊ g2(x) = g2(x − 1)，得到 g2(1) = 0．

将 x = 2 代⼊ g2(x) = g2(x − 1)，得到 g2(2) = g2(1) = 0．⽤归纳法可知对于任意的⾃然数

n 都有 g2(n) = 0．按照定理14，此时只能是 g2 = 0，即 g = g1．

现在对多项式 f 的次数 m 作归纳来证明多项式 g 的存在性．若 m = 0，则 f 就是⼀个 c
常数，不妨设 f = a．很容易看出 g(x) = ax 满⾜条件 (2.33) 式．假设 f 的次数⼩于 m 时命题

都是成⽴的．对于⾸项为 amxm 的多项式 f，我们要选择恰当的数 a 使得 axm+1 − a(x − 1)m+1

等于 amxm．为此我们使⽤⼆项式公式

(x − 1)m+1 = xm+1 − (m + 1)xm + · · · ,

其中省略号代表的项次数都⼩于 m．因此

xm+1 − (x − 1)m+1 = (m + 1)xm + · · ·

现在只有令

a =
am

m + 1
(2.34)

才符合要求．多项式

f (x)− am

m + 1

[
xm+1 − (x − 1)m+1

]
中的 m 次项被抵消，故其次数⼩于 m．记上述多项式为 h(x)，根据归纳假设，存在次数⼩于

m + 1 且常数项为零的多项式 g1(x) 使得

h(x) = g1(x)− g1(x − 1),

即

f (x)− am

m + 1

[
xm+1 − (x − 1)m+1

]
= g1(x)− g1(x − 1).
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由此可得多项式

g(x) =
am

m + 1
xm+1 + g1(x)

满⾜条件 f (x) = g(x)− g(x − 1)．■
在实际应⽤中，我们不再使⽤归纳法，⽽是对 h(x) 反复施以同样的作差过程，直⾄得到

零次多项式．

再回到 Sm(n) 的计算问题上．如果数列 b 满⾜ ∆b = a，其中 an = nm，那么就有

Sm(n) = bn．对多项式 xm 应⽤定理 18，可以得到 m + 1 次的多项式 g(x) 使得

g(x)− g(x − 1) = xm,

当然，g(x) 的常数项为零．将 x = n 代⼊等式，可知如下定义的数列

bn = g(n) (n ≥ 1), b0 = g(0) = 0

满⾜条件 ∆b = a，即 Sa = b．因此我们就证明了下述定理：

定理 19 若 m + 1 次多项式 gm(x) 的常数项为零，且满⾜ gm(x)− gm(x − 1) = xm，则和式

Sm(n) 可表示成 gm(n)．

定理 18 的证明过程给出了求 gm(x) 的⽅法，我们以 m = 2 的情形为例加以说明．类⽐

于数列，我们以 ∆g 表⽰多项式 g(x)− g(x − 1)，即 (∆g)(x) = g(x)− g(x − 1)．⾸先，需

要选择恰当的 ax3 使得 ∆(ax3) 的⾸项为 x2．根据 (2.34) 式，因为 m = 2，a2 = 1，所以取

a = 1/3．利⽤⼆项式公式可得

∆
(1

3
x3
)
=

1
3

x3 − 1
3
(x − 1)3 = x2 − x +

1
3

和

x2 − ∆
(1

3
x3
)
= x − 1

3
.

现在必须找到恰当的 bx2 使得 ∆(bx2) 的⾸项为 x．根据 (2.34) 式，因为 m = 1，a1 = 1，所

以取 b = 1/2．使⽤⼆项式公式可得

∆
(1

2
x2
)
=

1
2

x2 − 1
2
(x − 1)2 = x − 1

2

和

x2 − ∆
(1

3
x3
)
− ∆

(1
2

x2
)
= −1

3
+

1
2
=

1
6

.

因为
1
6
= ∆

(1
6

x
)
=

1
6

x − 1
6
(x − 1),

所以最终得到了

x2 = ∆
(1

3
x3 +

1
2

x2 +
1
6

x
)

.
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由此得到多项式

g(x) =
1
3

x3 +
1
2

x2 +
1
6

x =
(2x2 + 3x + 1)x

6
=

(2x + 1)(x + 1)x
6

.

这样就得到了

S2(n) =
(2n + 1)(n + 1)n

6
.

对于这个结果，我们加两个注．

注 1 对求 Sm(n) 的过程可以总结如下：对每个 m，都存在唯⼀的常数项为零的 m + 1

次多项式 gm(x) 使得 gm(x)− gm(x − 1) = xm．具体计算⽅法包含在了定理 18 的证明之中．

Sm(n) = gm(n)．因此现在的问题是探究神奇的多项式 gm(x)．这个多项式通常称为伯努利多

项式．在接下来的补充内容中，我们利⽤⼀个被称为伯努利数的有理数数列来给出这类多项

式的更直接的表达式．

注 2 （历史）上⽂介绍了从数列 a 构造 Sa，以及从数列 b 构造 ∆b 两种⽅法，S 与 ∆

这两种运算与分析学中的求导、积分运算⾮常相似．积分运算可以由函数 f (x)（当然不是每

个函数都可以）得到不定积分
∫

f dx，求导运算可以由函数 g 得到导数 g′． 我们这⾥的运算

S 与 ∆ 是
∫

f dx 与 g′ 的初等类⽐．积分、求导运算的定义就涉及到了求和与作差，但在细

节上⾮常复杂（前⾯的 (2.14) 式就展⽰了当函数是多项式时，作差运算是如何参与求导定义

的）．就像 S 和 ∆ ⼀样，取积分与求导运算也是互逆的．另外，和这⾥的运算情况⼀样，求

导也⽐求积分要简单，因此计算函数 f (x) 的积分的更简单的⽅法是寻找⼀个函数，使得它的

导数等于 f (x)．

数列的运算和函数的运算不仅仅是简单的类⽐，它们之间还有更深刻的联系．⽐如，计

算函数 f (x) 的积分等价于求由函数图象、x 轴、两条与 x 轴垂直的直线 x = a、x = b 所围

成区域的⾯积（如图 2.1）．

图 2.1

因为我们连积分都没定义，所以这⾥当然不能证明这个结论．但我们可以⽤⼀个简单的

例⼦来说明⾯积计算和我们所关⼼的问题之间的联系．令函数 y = x2，我们来计算函数图象

（抛物线）、x 轴以及 x = 1 所围成区域的⾯积（如图2.2）．
我们先把 0 到 1 之间的 x 轴分成 n 等份，等分点横坐标分别为 0，1/n，2/n，…，(n− 1)/n，

1．然后⽤函数 y = x2 分别算出它们的对应函数值 0，(1/n)2，(2/n)2，…，((n − 1)/n)2，1．
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图 2.2

以 x 轴上 i/n 与 (i + 1)/n 之间的线段为底边构造⾼为 (i/n)2 的矩形．这些矩形和合成的多

边形被包含在所求区域之内．直觉告诉我们，当 n 越来越⼤时，多边形的⾯积 Sn 与所求区

域的⾯积之间的差值会越来越⼩（⽬前不能说得更精确了，因为我们还没阐明⾯积的概念）．

多边形的⾯积等于所有矩形⾯积之和．第 i 个矩形的⾯积等于底边长 1/n 乘以⾼ (i/n)2，即

i2/n3．因此多边形⾯积 Sn 为

Sn =
02

n3 +
12

n3 +
22

n3 + · · ·+ (n − 1)2

n3 =
S2(n − 1)

n3 .

将前⾯得到的 S2(n) = n3/3 + n2/2 + n/6 应⽤到上式，得多边形的⾯积为

Sn =
1
3
− 1

2n
+

1
6n2 .

显然当 n 越来越⼤时，−1/(2n) 与 1/(6n2) 都逐渐变⼩，因此多边形的⾯积越来越接近于

1/3．这表⽰图中所求区域的⾯积就是 1/3．

从原理上看，阿基⽶德在公元前 3 世纪就是⽤了同样的过程解决的这个问题．（阿基⽶德

发明了⼀种⽤等⽐数列求和以替代这⾥的 S2(n) 的⽅法．但计算 S2(n) 的公式阿基⽶德是知

道的，他曾借此求出其他⼏何图形的⾯积与体积．）

启蒙运动时期的数学家痴迷于“超越先辈”（也就是古希腊的数学家），在他们眼⾥阿基⽶

德就是其中最杰出的代表．因此他们花了极⼤的⼯夫来求解与函数 y = xn 有关的⾯积问题，

不过这⾥的 n ⼤于 2．问题被法国数学家费马（17 世纪）最先解决，他的⽅法与我们之前采

⽤的类似（因⽽⽐较简单）．我们前⾯提到的积分与求导的联系此时尚⽆⼈知晓，积分（也就

是⾯积）都是直接根据定义来计算的．求导与取积分互为逆运算是之后才被注意到的．这⼀

事实是由⽜顿的⽼师巴罗证实的．（⽜顿在⼤学求学时与巴罗合作过，并且后来接替了巴罗在

⼤学的席位．）通过选择恰当的函数 g 使其导数为 f 这种⽅法来系统的计算函数的积分是由

⽜顿开始的．此后我们之前采⽤过的计算积分与⾯积的⽅法就没必要了．现在⼀个⾼年级学

⽣很容易就能对任意的 m 求出函数 xm 的积分，⽽⽆需计算 Sm(n)．
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在第⼀章，我们回顾了⼀些古希腊数学家（毕达哥拉斯，泰阿泰德，欧⼏⾥得）的思想，

本章我们则接触到了启蒙运动时期数学家的思想．

习题：

1. 对于本节末位所求的多边形，它因为总是包含在所求区域之内，所以它的⾯积 Sn 是

⼩于所求区域⾯积的．现在以 x 轴上 i/n 到 (i + 1)/n 之间的线段为底边，构造⾼为

((i + 1)/n)2 的矩形．它包含了所求区域，因此所有矩形构成的多边形的⾯积 S′
n ⼤于

所求区域的⾯积．计算 S′
n，并证明当 n 越来越⼤时，⾯积不断趋近于 1/3．这就给出

了所求区域⾯积为 1/3 的⼀个更可信（或者说更“严格”）的证明．

2. 我们在⽂中求出了函数 y = x2 的图象与其他线段围成的区域的⾯积．如果将 y = x2 换

成⼀般的 y = xm，相应的所求区域的⾯积又是多少呢？为了得到所求的结果，我们不

必知道伯努利多项式 gm(x) 具体是多少，只要知道⾸项 am+1xm+1 的系数即可．确保⾃

⼰能明⽩这⼀点．证明 am+1 = 1/(m + 1)．试借此求出由 y = xm 的图象、x 轴和直线

x = 1 所围成的区域的⾯积．

3. 证明：由 y = xm 的图象、x 轴和直线 x = a 所围成区域的⾯积为 am+1/(m + 1)．注意

到多项式 xm+1/(m + 1) 的导数是 xm，这正好是求积分与求导互为逆运算的例证．

4. 证明下列两组⼆项式系数的和式是相等的，并求出结果：

C0
n + C2

n + · · · , C1
n + C3

n + · · ·

5. 试利⽤

(1 + x)n(1 + x)m = (1 + x)m+n

给出⼀个新的关于⼆项式系数的关系式．当 n = m 时，可以由此推导出⼆项式系数平

⽅和的计算公式．

6. 证明：若 p 是素数，则当 k ̸= 0 和 k ̸= p 时，Ck
p 必能被 p 整除．由此证明 2p − 2 能被

p 整除．证明对于任意的整数 n，np − n 都能被 p 整除．费马⾸先证明了这个定理．

7. 如果数列 ∆a 是常数列，那么数列 a 有怎样的性质？(2.32) 式此时能给出什么样的结果？

8. 求出 S3(n)，并说明 S3(n) = (S1(n))2．

9. 设 a 是任意⼀个数列 a0，a1，a2，… 对数列 ∆a 施以 ∆ 操作得到⼀个新数列，将其记作

∆2a．通过归纳，可将 ∆ka 定义为 ∆(∆k−1a)．对于数列 a，何时存在次数不超过 m 的

多项式 f (x) 使得 f (n) = an (n = 0, 1, 2, · · · )？试证明此问题有解等价于当 n ≥ m 时有
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(∆m+1a)n = 0．这⼀条件可以⽤下⾯的说法来解释：我们将数列 a 的元素横着写，然后

将任意相邻元素之差写在下⼀⾏：

a0 a1 a2 a3 · · · an an+1

a−a0 a2 − a1 a3 − a2 · · · · · · an+1 − an

如此反复，直⾄第 (m + 1) ⾏全是 0．是否存在多项式 f (x) 使得对于所有的⾃然数 n

都有 f (n) = 2n？

10. 证明：若 an = qn，则 (∆a)n = (q − 1)an−1．试由此再次推导出 (1.12) 式．

11. 设 m1 < m2 < · · · < mn+1 是⼀列⾃然数，f (x) 是⼀个多项式，其次数为 n 且 xn 项的

系数为 1 ．证明：⾄少存在⼀个 f (mk) 不⼩于 n!/2n．（提⽰：利⽤第 4 节习题 8 的结

论．注意到 Fk(mk) ≥ k!(n − k)!，然后再结合⼆项式系数的有关性质．）

12. 对和式 1 + (1 + x) + (1 + x)2 + · · ·+ (1 + x)n 应⽤ (1.12) 式．⽐较次数相同的项在左

右两边的系数，然后由此计算

Ck
k + Ck

k+1 + · · ·+ Ck
n.

补充：多项式与伯努利数

在第 6 节我们证明了连续⾃然数⽅幂和 Sm(n) 与伯努利多项式的取值 gm(n) 是相等的．

伯努利多项式 gm(x) 满⾜如下两个条件：

1.
gm(x)− gm(x − 1) = xm. (2.35)

2. 多项式 gm(x) 的常数项为零．

对于任意的 m，存在唯⼀的 m + 1 次多项式满⾜这些条件．

前⾯介绍过构造 gm(x) 的⽅法，但我们希望得到⼀个更具体的表达式．为此我们先尝试

⼀下之前推导⼆项式公式的⽅法，即对 (2.35) 式的左右两边同时求导．但这需要我们先研究

⼀下如何求多项式 f (x − 1) 的导数 f (x − 1)′．

引理 6 f (x − 1)′ = f ′(x − 1) .

这个等式看上去好像是显然成⽴的，但其实没那么简单．这个命题的意思是，如果将 f (x)

中的 x 换成 x − 1，展开成 x ⽅幂的形式，然后再求导，得到的结果刚好就是直接把 f ′(x) 中

的 x 换成 x − 1．
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我们直接从定义出发来证明．根据 (2.13) 式，有

f (x − 1)− f (α) = (x − α)g(x, α).

将其中的 x 替换为 x − 1，α 换为 α − 1，得到

f (x − 1)− g(α − 1) = (x − α)g(x − 1, α − 1).

按定义， f (α − 1)′ = g(α − 1, α − 1)， f ′(α) = g(α, α)．因此 f (α − 1)′ = f ′(α − 1)，于是命

题得证．■
也可以将多项式分解为⼀系列单项式，逐项利⽤ (2.17)-(2.20) 等公式得到引理 6．确保

⾃⼰能写出整个过程．

现在可以对 (2.35) 式两边求导了．根据引理 6 与 (2.16) 式，有

g′m(x)− g′m(x − 1) = mxm−1. (*)

将 (2.35) 式中的 m 替换为 m − 1，则有

gm−1(x)− gm−1(x − 1) = xm−1. (**)

将 (**) 式乘以 m，再与 (*) 式相减．令 hm = mgm−1 − g′m，则有

hm(x) = hm(x − 1).

通过替换 x = 1，x = 2，…可以得到 hm(0) = hm(1) = hm(2) = · · ·，即对所有的⾃然数 n，

多项式 hm(x) 的取值都与 hm(0) 相同．依据定理 15，hm(x) = hm(0)，即 hm(x) 是⼀个常数，

记其为 −αm．（在定理 18 的证明中我们已经见过同样的论证了．）根据 hm(x) 的定义，我们

有

g′m = mgm−1 + αm. (2.36)

和之前推导⼆项式公式时⼀样，我们将 gm(x) 写成 x 的若⼲⽅幂之和，即

gm(x) = A1
mx + A2

mx2 + · · ·+ Ak
mxk + · · ·+ Am+1

m xm+1,

其中的系数 Ak
m 与之前的 Ck

m 类似，下标 m 来⾃于多项式 gm(x) 中的 m，上标 k 来⾃ xk 项

的次数．（别忘了 gm(x) 的常数项为零．）按 (2.16) 式可以得到多项式 gm(x) 的导数：

g′m(x) = A1
m + 2A2

mx + · · ·+ kAk
mxk−1 + · · ·+ (m + 1)Am+1

m xm.

将 m 换为 m − 1，可以得到 gm−1(x) 的类似展开式：

gm−1(x) = A1
m−1x + A2

m−1x2 + · · ·+ Ak
m−1xk + · · ·+ Am

m−1xm.
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将上⾯两个式⼦代⼊ (2.36) 式，⽐较两侧 xk−1 项的系数，可得

kAk
m = mAk−1

m−1 (k ≥ 2) (2.37)

A1
m = αm (k = 1) (2.38)

这个公式与⼆项式系数 Ck
m ⼏乎⼀致，只不过 (2.37) 仅在 k ≥ 2 时有效，对于 k = 1 的情形

需要使⽤ (2.38) 式．

接下来的过程仍与⼆项式系数那⾥⼀致．因为 Ak
m = (m/k)Ak−1

m−1，所以

Ak
m =

m(m − 1)
k(k − 1)

Ak−2
m−2.

重复 k − 1 次这样的递推过程，有

Ak
m =

m(m − 1) · · · (m − k + 2)
k(k − 1) · · · 2

A1
m−k+1 =

m(m − 1) · · · (m − k + 2)
k(k − 1) · · · 2

αm−k+1.

（第⼆步的依据是 (2.38) 式）

αm−k+1 前⾯的系数⾮常像⼆项式系数．它与 Ck
m（见 (2.24) 式）的区别在于分⼦上没有

因⼦ m − k + 1（分母上也少了因⼦ 1，但这不影响整个乘积）．然⽽在 Cm+1 的公式中，其分

⼦上乘积的最后⼀项与我们这⾥相同，但它的第⼀项 m + 1 我们这⾥没有．因此我们可以把

αm−k+1 的系数写成 Ck
m+1/(m + 1)，于是就有

Ak
m =

1
m + 1

Ck
m+1αm−k+1.

（将 αm−k+1 写作 αm+1−k 看上去更顺眼⼀点．）对于多项式 gm(x)，我们有

gm(x) =
1

m + 1

(
C1

m+1αmx + C2
m+1αm−1x2

+ · · ·+ Ck
m+1αm+1−kxk + · · ·+ Cm+1

m+1α0xm+1
)

.
(2.39)

这个公式很像⼆项式公式．在余下的部分，我们将使⽤⼀种能显著简化公式的记号，不

过它需要花⼀点时间来适应．考虑数列 a：α0，α1，…，αn，……以及多项式 f (t) = a0 + a1t +

· · ·+ aktk，我们定义 ak = αk，以及 f (a) 表⽰数 a0 + a1α1 + · · ·+ akαk．当然，这只是个记

号．同理，利⽤⼆项式公式可得

(x + a)m = xmα0 + C1
mxm−1α1 + · · ·+ Cm

mαm.

这与 (2.39) 式的右侧很接近了．为了得到更准确的结果，我们先将 m 换成 m + 1，然后引⼊

括号前⾯的因⼦ 1/(m + 1)．注意到 (x + a)m+1 的展开式中包含 Cm+1
m+1αm+1 = αm+1，⽽这是

(2.39) 式中所没有的，因此还需要减掉它．因为 αm+1 = am+1，所以 (2.39) 式就有了⾮常简

洁的表达式

gm(x) =
1

m + 1

(
(x + a)m+1 − am+1

)
. (2.40)
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这⾥有⼀点需要注意，我们不能认为 (2.40) 式给出的多项式必然满⾜条件 (2.35)．我们

是给出了满⾜条件 (2.36) 的多项式的⼀般形式，但 (2.36) 只是 (2.35) 的推论．事实上，(2.40)
式中的数列 αm 是任意的，但定理 18 表明对每个 m 多项式 gm(x) 是唯⼀的．因此我们的问

题还有待解决．

在符合 (2.40) 式的若⼲多项式多项式中，我们必须选择那些符合 (2.35) 式的．因为这样

的多项式存在且唯⼀是已知的，所以我们要做的就是找出那个唯⼀的数列 a．⽽这是很简单

的，只要将 x = 1 代⼊ (2.35) 式即可．因为 gm(0) = 0（多项式 gm(x) 的常数项为零），所以

gm(1) = 1．根据 (2.40) 式，有 (a + 1)m+1 − αm+1 = m + 1，其中 m = 0，1，2，……或

(a + 1)m − αm = m (m = 1, 2, 3, · · · ).

定义 如果数列 B 满⾜

(B + 1)m − Bm = m (m = 1, 2, 3, · · · ),

我们就称 B1，B2，… 为伯努利数．

伯努利数构成的数列由这些条件唯⼀确定．实际上按照定义展开，我们有

1 + mB1 + C2
mB2 + · · ·+ mBm−1 = m (m = 1, 2, 3, · · · ). (2.41)

令 m = 2，(2.41) 给出 B1 = 1/2．如果所有的 Br (r < m − 1) 都已知，那么通过这个关系式

可以求出 Bm−1．

若 B 是伯努利数构成的数列，则多项式

Bm(x) =
1

m + 1

(
(B + x)m+1 − Bm+1

)
就是伯努利多项式．前⾯我们已经证明了，如果多项式 gm(x) 满⾜条件 (2.35)，它就可以写

成 (2.40) 的形式，且其中的数列 a 就是伯努利数构成的数列 B．定理 18 说明这样的多项式

是存在的，因此这个多项式只能是伯努利多项式 Bm(x)，即 Bm(x)− Bm(x − 1) = xm，这意

味着 Sm(n) = Bm(n)．⾄此问题终于被彻底解决了．

我们的⽅法尽管合乎逻辑，却很不同寻常．我们需要的是满⾜ (2.35) 式的多项式．从

(2.35) 出发我们得到了关系式 (2.36)，以及所有满⾜ (2.36) 的多项式 gm(x)（见 (2.40) 式）．这

样的多项式很多，它们中的每⼀个都取决于特定的数列 a．我们需要将它们回代 (2.35) 式，以

找出其中满⾜要求的多项式．之前我们已经证明了对于任意的 m，满⾜条件的多项式 gm(x)

是存在且唯⼀的．但是在 (2.35) 式中令 x = 1 就能给出⼀个数列 a，因此它必然与伯努利数

构成的数列相同，即多项式 gm(x) 就是伯努利多项式 Bm(x)．

伯努利数和伯努利多项式是由雅各布·伯努利（伯努利家族中出了许多数学家）发现的．

他的⼯作基本完成于 17 世纪下半页，但包含这个结论的著作在他死后（18 世纪早期）才出

版．是欧拉（18 世纪）将 Bn 命名为伯努利数的，他发现了伯努利数的许多应⽤．
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在 (2.41) 中分别令 m 取值 1，2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，12，就能得到下列这些

伯努利数（请⾃⼰动⼿计算⼀遍）：

B1 =
1
2
, B2 =

1
6
, B3 = 0 , B4 = − 1

30
,

B5 = 0, B6 =
1
42

, B7 = 0, B8 = − 1
30

,

B9 = 0, B10 =
5

66
, B11 = 0, B12 = − 691

2730
.

由此很容易就得到

S1(n) =
n(n + 1)

2
,

S2(n) =
n(n + 1)(2n + 1)

6
,

S3(n) =
n2(n + 1)2

4
,

S4(n) =
n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n − 1)

30
,

S5(n) =
n2(n + 1)2(2n2 + 2n − 1)

12
.

习题：

1. 计算 Bm(−1)．

2. 证明：当 m ≥ 2 时有 Bm = (B − 1)m．

3. 设 m 是⼤于等于 3 的奇数，试推导关于 Bm 的类似于 (2.41) 式那样的关系式，并证明

Bm = 0．

4. 计算 S6(n)．

5. 设 f (x) 与 g(x) 是两个多项式，证明：

[ f (g(x))]′ = f ′(g(x))g′(x).

这是对引理 6 的推⼴，那⾥的 g(x) = x − 1．

6. 如果数列 a 的元素为 an = qn（q 是⼀个常数），求 (a + x)n．



3 有限集

主题：集合

7 集合与子集

集合这个词通常暗⽰数⽬众多，但数学中的集合可以包括任意多个对象（数⽬可以是 2，
甚⾄更少），不过它们必须具有某种明确的性质．我们通常⽤⼤写字母（⽐如 S）来表⽰集合，

其中的元素⽤⼩写字母表⽰（⽐如 a，b，α，β）．如果 a 是集合 S 中的元素，则称 a 属于 S，

记作 a ∈ S．如果 S 由 a1，…，an 组成，则记作 S = {a1, · · · , an}．
包含有限多个元素的集合称为有限集，包含⽆穷多个元素的集合称为⽆限集．有限集 S

中元素的个数记作 n(S)．本章我们主要研究有限集．如果两个有限集 S 和 S′ 具有相同的元

素个数，即 n(S) = n(S′)，就称它们等势． 这⾥提⼀下通常是怎么⽤“⼀⼀对应”这个概念来

描述两个集合等势的．对于任意两个集合 S 与 S′，考虑元素对 (a, a′)，其中 a ∈ S，a′ ∈ S′．

如果存在若⼲元素对，它们满⾜：每个 a 都出现在某个元素对之中，且有唯⼀的 a′ 与之配对；

与此同时，每个 a′ 也都出现在某个元素对之中，且有唯⼀的 a 与之配对，我们就说这两个集

合之间存在⼀⼀对应．可以设想⼀下，⼀组配对元素被⼀条线联系了起来，那么 S 中每个元

素只和 S′ 中唯⼀的元素相连，反之亦然（见图3.1）．

图 3.1

假如 n(S) = n，那么我们可以对其中的元素进⾏编号，因此不妨记作 S = {a1, · · · , an}．
这样我们就在 S 与包含数字 1，2，…，n 的集合 N 之间建⽴了⼀个⼀⼀对应．

在直线上选定点 O 作为原点，线段 OU 作为长度单位，然后我们就可以给直线上的点 A

赋以⼀个实数，这个实数的绝对值等于 |OA|/|OU|，其符号规定如下：如果 A 与 U 在 O 点

51
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的同侧，那么就取正号；异侧就取负号．由此我们就给出了直线上所有点的集合与实数集合

（通常记作 R）的⼀个⼀⼀对应．后续章节会对此加以进⼀步的讨论．

如果集合 S 与 S′ 之间有⼀个⼀⼀对应，元素 a ∈ S 与 a′ ∈ S′ 出现在同⼀个元素对之中，

我们就说元素 a 对应 a′，元素 a′ 对应 a．

两个有限集是等势的，当且仅当它们之间存在⼀个⼀⼀对应．

这个陈述是如此显然，以⾄于很难将它称作定理．如果 n(S) = n(S′) = n，那么我们可

以对元素进⾏编号，不妨记作 S = {a1, · · · , an}，S′ = {a′1, · · · , a′n}．将下标相同的元素配对

为 (ai, a′i)，这就给出了集合间的⼀个⼀⼀对应．反之，假如两个集合间存在⼀⼀对应，并且

设 S = {a1, · · · an}，那么 ai 必与唯⼀的 a′ ∈ S′ 配对．不妨将这个元素记作 a′i．根据⼀⼀对

应的定义，对于每个下标 i，S′ 中都有唯⼀的元素与之对应，因此有 S′ = {a′1, · · · , a′n}．
理查德·戴德⾦（在 19 世纪下半叶）做了⼤量的⼯作来说明集合这⼀概念在数学中的作

⽤，甚⾄将上述命题作为⾃然数的隐定义．按照他的观点，我们必须先定义⼀⼀对应这个概

念，然后将⾃然数定义成所有相互之间可以建⽴⼀⼀对应的有限集的公有性质．⾃然数这个

概念在历史上可能就是这么出现的（当然肯定没使⽤这⾥的术语）．⽐如，对两只眼睛、并⾏

的两个⼈、船的两只桨以及所有可以与它们建⽴⼀⼀对应的对象进⾏抽象，就得到了“⼆”这

个概念．

集合这⼀概念因此成了数学中最基本的概念，毕竟⾃然数的概念都是奠基于集合这⼀概

念的．

对于任意两个集合 S1 和 S2，所有元素对 (a, b)（其中 a ∈ S1，b ∈ S2）的集合称作 S1 与

S2 的积，记作 S1 × S2．

⽐如 S1 = {1, 2}，S2 = {3, 4}，那么 S1 × S2 就是由元素对 (1, 3)，(1, 4)，(2, 3) 和 (2, 4)

构成的集合．

如果 S1 与 S2 都是实数集 R，那么 S1 × S2 就是所有实数对的集合．平⾯直⾓坐标系就

给出了 S1 × S2 与平⾯点集之间的⼀个⼀⼀对应（图 3.2）．

图 3.2

再举⼀个例⼦．假设 S1 = {1, · · · , n}，S2 = {1, · · · , m}，我们引进两个未知数 x 和 y，

考虑单项式 xk（k ∈ S1）与 yl（l ∈ S2）．对于集合 S1 × S2 中的每个元素 (k, l)，我们将其
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与单项式 xkyl 配对．由此我们就在 S1 × S2 与由所有形如 xkyl（k = 1, · · · , n，l = 1, · · · , m）

的单项式构成的集合（即下式中右侧所有单项式构成的集合）之间建⽴了⼀⼀对应：

(x + x2 + · · ·+ xn)(y + y2 + · · ·+ ym) = xy + x2y + xy2 + · · ·+ xnym. (3.1)

因此，这些单项式构成的集合与 S1 × S2 等势．

同样的，设 S1，S2，…，Sr 是任意集合，它们的积由所有数组 (a1, · · · , ar) 构成，其中

ai ∈ Si．我们将这个积记作 S1 × · · · × Sr．

如果 S1 = S2 = S3 都是实数集，那么空间直⾓坐标系就给出了 S1 × S2 × S3 与空间点集

之间的⼀个⼀⼀对应．

再强调⼀下，本章我们感兴趣的还是有限集．

定理 20 如果 S1，…，Sr 都是有限集，则 S1 × · · · × Sr 也是有限集，且

n(S1 × · · · × Sr) = n(S1) · · · n(Sr).

⾸先我们证明 r = 2 的情形，这是归纳法的基础．设 S1 = {a1, · · · , an}，S2 = {b1, · · · , bm}，
我们将所有数对 (ai, bj) 写成如下形式：

(a1, b1) · · · (an, b1)

(a1, b2) · · · (an, b2)

... . . . ...

(a1, bm) · · · (an, bm).

(3.2)

第 j 列的各数对中的第⼆个元素都是 bj．因为有 n 个 ai，所以有 n 个数对 (ai, bj)．因为

列数等于所有 bj 的个数（即 m），所以数对总数为 nm．顺带提⼀句，“矩形”(3.2) 和图 3.2
还是有点像的．（另外⼀种推导途径：不妨认为 S1 与 {1, · · · , n} 或 {x, x2, · · · , xn} 等势，

S2 与 {y, y2, · · · , ym} 等势，前⾯已知 S1 × S2 与 (3.1) 式右侧单项式构成的集合等势，所以

n(S1 × S2) 等于右侧单项式的项数．令 x = y = 1，可知右侧的项数为 nm．）

对 r 作归纳来证明结论的⼀般情形．将数组 (a1, · · · , ar) 写作 ((a1, · · · , ar−1), ar)，这显

然不会改变数组的个数．记 x = (a1, · · · , ar−1) ∈ S1 × · · · × Sr−1，则 ((a1, · · · , ar−1), ar) 就

变成了数对 (x, ar)．因此集合 S1 × · · · × Sr 就与集合 P × Sr 等势，其中 P = S1 × · · · × Sr−1．

我们已经证明了 n(P × Sr) = n(p)n(Sr)（即 r = 2 的情形），另外根据归纳假设有 n(P) =

n(S1) · · · n(Sr−1)，所以 n(S1 × · · · × Sr) = n(S1) · · · n(Sr−1)n(Sr)．■
定理 20 给出了另⼀种求⾃然数 n 的因数个数的⽅法．设 n 有如下素分解

n = pα1
1 · · · pαr

r .
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在第三节，我们知道 n 的任⼀因数都可以表⽰成如下形式

m = pβ1
1 · · · pβr

r ,

其中 βi 为 0 到 αi 之间的任意整数（见 (1.11) 式），因此所有因数构成的集合与所有数

组 (β1, · · · , βr) 构成的集合等势．后者即是 S1 × · · · × Sr，其中 Si = {0, 1, · · · , αi}．因为

n(S1) = αi + 1，所以因数总数为 (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αr + 1)．这与第三节得到的结果相同．

如果 S1 = S2 = · · · = Sr = S，那么将 S1 × · · · × 简单记作 Sr．我们来考虑 S1 = · · · =
Sr = I 这⼀情形，其中 I 是只包含 a 和 b 两个元素的集合．Ir 中的元素都是由 r 个符号构

成的数组，其中的每个符号不是 a 就是 b，⽐如 aababbba 就是其中⼀个元素（为了表述⽅便，

这⾥去掉了括号与逗号）．这可以被看作由只含两个字母的字母表所给出来的词语．如此⼩的

字母表在实际中是有的，⽐如摩尔斯电码，其中 a 和 b 分别对应于点（·）和划（–）．因此

n(Ir) 就是摩尔斯电码中长度为 r 的电码的总数．因为 n(I) = 2，所以总数为 2r．

本章中我们还会研究那些包含在 S 中的集合，它们被称为 S 的⼦集．S 的⼦集 N 中的

元素都在 S 中，但未必包括 S 中所有元素．我们⽤记号 N ⊂ S 表⽰ N 是 S 的⼀个⼦集．集

合 S ⾃⾝也是 S 的⼀个⼦集．从后⾯的内容中会看出，考虑 S 的⼀个不含任何元素的⼦集会

极⼤的简化若⼲定义与定理的陈述．我们把这种⼦集叫做空⼦集，记作 ∅．根据定义，我们

有 n(∅) = 0．

如果 N ⊂ S，那些属于 S 但不属于 N 的元素构成的集合称为 N 的补集，记作 N．⽐如

S 是全体⾃然数的集合，N 是全体偶数的集合，则 N 就是全体奇数的集合．如果 N = S，则

N = ∅．

若 N1 和 N2 都是 S 的⼦集，则将既属于 N1 又属于 N2 的元素构成的集合称为它们的交

集，记作 N1 ∩ N2．⽐如 S 是全体⾃然数的集合，N1 是由所有能被 2 整除的⾃然数构成的集

合，N2 是由所有能被 3 整除的⾃然数构成的集合，那么 N1 ∩ N2 就是由所有能被 6 整除的

⾃然数构成的集合．

如果 N1 和 N2 没有公共元素，那么由定义可知它们的交集是空集．⽐如 S 和 N1 的定

义同上，N2 是全体奇数的集合，则 N1 ∩ N2 = ∅．

所有那些或者属于 N1 或者属于 N2 的元素构成的集合称为它们的并集，记作 N1 ∪ N2．

⽐如 S 是全体⾃然数构成的集合，N1 是所有偶数构成的集合，N2 是所有奇数构成的集合，

则 N1 ∪ N2 = S．

我们可以⽤图 3.3 中所⽰的图形来表⽰集合间的交与并．在图 3.3a 中，整个曲线包围的部

分表⽰ M1 ∪ M2，阴影部分表⽰ M1 ∩ M2．在图 3.3b 中，阴影部分表⽰的是 (M1 ∪ M2)∩ M3．

在本章中，我们考虑的是有限集 S 中那些满⾜⼀个或多个条件的⼦集，并且推导出关于

⼦集数⽬的⼀些公式．数学中研究这类问题的分⽀叫做组合学，因此组合学是研究任意有限

集的理论．在这⼀理论中，我们不需要诸如距离、⾓度、⽅程或⽅程的根等概念．组合学只需

要⼦集的概念以及⼦集中元素的个数．让⼈惊奇的是，只使⽤这些最朴素的材料我们就能发
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(a) (b)

图 3.3

现许多不平凡的规律，以及它们与其他数学分⽀之间出⼈意料的联系．

习题：

1. 令 S = S′ 表⽰全体⾃然数的集合，如果 a ∈ S 与 b ∈ S′ 满⾜ b = 2a，那么我们就将其

配对．这能给出 S 与 S′ 间的⼀个⼀⼀对应么？

2. 设 N 是全体⾃然数的集合，M = N × N，M′ 是所有正有理数的集合，如果 (n1, n2) ∈ M

与 a ∈ M′ 满⾜ a = n1/n2，那么就将其配对．这能给出 M 与 M′ 间的⼀个⼀⼀对应

么？

3. 如果 n(S) = n(S′) = 3，那么在 S 与 S′ 间可以建⽴多少个不同的⼀⼀对应？试画如图

3.1 那样的⽰意图．

4. 对于 S 与 S′ 间的任意⼀个⼀⼀对应，组成这个⼀⼀对应的所有那些数对 (a, a′)（其中

a ∈ S，a′ ∈ S′）构成了⼀个新的集合，也就是说，每个⼀⼀对应都定义了 S × S′ 的

⼀个⼦集 Ã，它被称为⼀⼀对应的图．设 Ã1 和 Ã2 分别是两个⼀⼀对应的图，求证：

Ã1 ∩ Ã2 是某个⼀⼀对应的图，当且仅当 Ã1 = Ã2，且给定的那两个⼀⼀对应相同．

5. 设 n(S) = n(S′) = n，Γ 是 S 与 S′ 间⼀个⼀⼀对应的图（定义见习题 4），求 n(Γ)．

6. 设 S 是全体⾃然数的集合，N1 ⊂ S 是所有能被⾃然数 a1 整除的⾃然数构成的集合，

N2 ⊂ S 是所有能被⾃然数 a2 整除的⾃然数构成的集合，试描述⼦集 N1 ∪ N2 和 N1 ∩
N2．

7. 证明 (N) = N，即⼦集 N 的补集的补集就是 N ⾃⾝．
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8 组合

我们来考虑最简单的问题：⼀个有限集共有多少个⼦集？

先对 n(S) ⽐较⼩的集合 S 来数⼀数它们的⼦集总数．按 n(S) 和 n(N) 逐渐增⼤的顺序

将若⼲简单情形列表如下：

表 3.1

由此可知，当 n(S) = 1 时，⼦集总数为 2；当 n(S) = 2 时，⼦集总数为 4；当 n(S) = 3

时，⼦集总数为 8．对于⼀般规律是什么样的，这些例⼦给了我们⼀些启发．

定理 21 有限集 S 的⼦集总数为 2n(S)．

研究任意有限集的常⽤⽅法是将研究对象从原集合转移到元素数⽬⽐较⼩的集合上去．

对于 S 的两个⼦集 S1 和 S2，如果 S1 ∪ S2 = S 且 S1 ∩ S2 = ∅，那么就称 S 为 S1 与 S2 的和．

上述条件显然等价于 S2 = S1 与 S1 = S2．因此 S 中的每个元素都属于（因为 S1 ∪ S2 = S）

且仅属于 S1 与 S2 其中之⼀（因为 S1 ∩ S2 = ∅）．如果 S 是 S1 与 S2 的和，那么就记作

S = S1 + S2．这样的表⽰也被称为 S 的⼀个划分．

设 S = S1 + S2，N 是 S 的⼀个⼦集．于是 N 中的元素 a 要么属于 S1（因⽽属于

N ∩ N1）要么属于 S2（因⽽属于 N ∩ S2）．当然，这两种情形不可能同时发⽣．因此可知

N = (N ∩ S1) + (N ∩ S2)．反过来，如果 N1 ⊂ S1，N2 ⊂ S2，则有 N1 ⊂ S，N2 ⊂ S，以及

N = N1 ∪ N2 ⊂ S．进⼀步还有 N ∩ S1 = N1，N ∩ S2 = N2．这样我们就在 S 的⼦集 N 与

所有集合对 (N1, N2)（其中 N1 ⊂ S1，N2 ⊂ S2）构成的集合之间建⽴了⼀个⼀⼀对应．

我们⽤集合的语⾔将这个结果重新表述⼀下．令 U(S) 表⽰集合 S 的所有⼦集组成的集

合．原来的集合现在成了新集合⾥的元素，对此不必惊讶．表 3.1 已经描述了当 n(S) 分别为

1，2 和 3 时 U(S) 是什么样的．现在我们将前⾯的结果表述如下：如果存在 S 的⼀个划分
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S = S1 + S2，那么 U(S) 与 U(S1)× U(S2) 之间就存在⼀个⼀⼀对应．记 v(S) = n(U(S))，

这就是我们想要知道的所有⼦集的总数．应⽤定理 20，可得

v(S1 + S2) = v(S1)v(S2). (3.3)

等式 (3.3) 可以将 v(S) 的计算化归为 v(S1) 与 v(S2) 的计算，S1 与 S2 中的元素要少得

多．为了得到最终的结果，我们需要将 S 划分为多个⼦集，⽽不仅仅是两个⼦集．我们可以

借助归纳给出定义：假设 S1 + · · ·+ Sr−1 已经定义好了，如果 S = (S1 + · · ·+ Sr−1) + Sr，

我们就说 S = S1 + · · ·+ Sr．简单来说，如果 S1，…，Sr 都是 S 的⼦集，且 S 中任⼀元素

都属于且仅属于 S1，…，Sr 其中之⼀，我们就有 S = S1 + · · ·+ Sr．⽐如 S 是全体⾃然数的

集合，S1 是能被 3 整除的⾃然数的集合，S2 是可以表⽰成 3r + 1 的所有⾃然数的集合，S2

是可以表⽰成 3r + 2 的所有⾃然数的集合，则有 S = S1 + S2 + S3．

通过归纳法，我们可以由 (3.3) 式得到

v(S1 + · · ·+ Sr) = v(S1) · · · v(Sr), (3.4)

其中 Si 都是有限集．

若 n(S) = n，那么 S 的“最合适”的划分是将其划分为 n 个⼦集 Si，每个 Si 都只包含⼀

个元素：S = S1 + · · ·+ Sn．如果 S = {a1, · · · , an}，则 Si = {ai}．只含⼀个元素的⼦集 Si

有两个⼦集：∅ 和 Si（参见表 3.1），即 v(Si) = 2．对 S = S1 + · · ·+ Sn 应⽤ (3.4) 式，可得

v(S) = 2n，这就是定理 21 的结论．■
这个关于给定集合的所有⼦集数⽬的问题碰巧与⾃然数⽅⾯的⼀些问题有联系．⽐如我

们可以借此计算出⼀个给定的⾃然数可以⽤多少种⽅式写成两个互素因数的乘积．设 n = ab，

其中 a 与 b 互素．如果 n 的标准分解形式为 n = pα1
1 · · · pαr

r ，那么 a、b 作为 n 的因数，它们

都可以表⽰成 pβ1
1 · · · pβr

r 的形式，其中 0 ≤ βi ≤ αi．但因为 a 与 b 互素，所以假如某个 pi

能整除 a，那么它就不能整除 b，因⽽ pi 的所有次幂都只能是 a 的因数，即 pαi
i 是 a 的因数．

因此为了得到需要的乘积 n = ab，我们需要选择 S = {p1, · · · , pr} 的⼦集 N，使得 a 等于

所有 pαi
i 的乘积，其中 pi ∈ N．因为 a 可以整除 n，所以 b 也就得到了．根据定理 21，将 n

表⽰成两个互素因数的乘积的种数为 2r，这个 r 是 n 的不同素因数的个数．

这⾥有⼀点需要说明，我们将 n = ab 与 n = ba 看作了两种不同的表⽰．实际上，如果

a（也就是 n = ab）对应于⼦集 N ⊂ {p1, · · · , pr}，那么 b 对应的就是那些不属于 N 的所有

pi ∈ S 构成的集合，即 N 的补集 N．从⽽在我们的计算中，N 与 N 对应于两个表⽰ n = ab

与 n = ba．如果我们不区分 n = ab 与 n = ba，那么必须将两个⼦集 N 与 N 当成⼀个集合

来算．这样算的话，不同表⽰的种数会少掉⼀半，即种数为 2r−1．

现在来考虑更精细的问题：有限集 S 有多少个只包含 m 个元素的⼦集？为了讨论⽅便，

我们让所有满⾜ n(N) = m 的⼦集 N ⊂ S 组成⼀个新集合，记为 U(S, m)．令 v(S, m) =

n(U(S, m))，这就是我们的研究对象．表 3.1 中我们将属于 U(S, m) 的集合放在了同⼀⾏．当

n(S) ⽐较⼩时，我们有如下的⼀些 v(S, m) 的数值：
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表 3.2

定理 22 若 n(S) = n，则 S 有 Cm
n 个只包含 m 个元素的⼦集，即 v(S, m) = Cm

n．

证明思路与定理 21 相同，也就是说，我们假定集合 S 可以表⽰成 S = S1 + S2，然后⽤

v(S1, m) 和 v(S2, m) 的相关信息来求出 v(S, m)．如果有 S = S1 + S2，那么每个⼦集 N ⊂ S

都能表⽰成 N = N1 + N2 的形式，其中 N1 = S1 ∩ N，N2 = S2 ∩ N．结合 n(N) = m 就

有 n(N1) + n(N2) = m．我们来考虑满⾜ k + l = m 的正整数 k 和 l．为此考虑所有满⾜

n(S1 ∩ N) = k 以及 v(S2 ∩ N) = l 的⼦集 N．令 U(S, k, l) 表⽰所有这样的⼦集构成的集合，

且记 v(S, k, l) = n(U(S, k, l))．按照定理 21 的证明思路可知

v(S, k, l) = v(S1, k)v(S2, l). (3.5)

对于所有满⾜ k + l = m 的正整数对 (k, l)，集合 U(S, m) 显然可以分拆成若⼲集合

U(S, k, l)，因此其元素个数 v(S, m) 等于所有 v(S, k, l) 之和，其中 k + l = m．由 (3.5) 式可

得

v(S, m) = v(S1, m)v(S2, 0) + v(S1, m − 1)v(S2, 1) + · · ·+ v(S1, 0)v(S2, m), (3.6)

如果乘积 v(S1, k)v(S2, l) 中的 k ⼤于 n(S1)，那么就令 v(S1, k) = 0；对于 l 我们也遵循同样

的设定．

尽管⽐较复杂，但这个关系式与 (3.3) 式是类似的．对于 (3.6) 式，我们已经在⼀个完全

不同的问题中遇见过了：考虑多项式 f (x) 和 g(x) 的乘积中 xm 的系数．如果 f (x) 中 xk 项

的系数为 v(S1, k)，g(x) 中 xl 项的系数为 v(S2, l)，计算 xm 项的系数（参见 (2.1) 式）就会

得到关系式 (3.6)．为了将这两个命题联系起来，对于给定的有限集 S，我们定义⼀个次数为

n = n(S) 的多项式 fS(x)：

fS(x) = v(S, 0) + v(S, 1)x + · · ·+ v(S, n)xn. (3.7)

⽐如按照表 3.2，当 n(S) = 1 时有 fS(x) = 1+ x；当 n(S) = 2 时有 fS(x) = 1+ 2x + x2；

当 n(S) = 3 时有 fS(x) = 1 + 3x + 3x2 + x3．当 S = S1 + S2 时，⽐较 (3.6) 式与 (2.1) 式，

就有

fS(x) = fS1(x) · fS2(x). (3.8)

通过引⼊多项式 fS(x)，我们得到了与 (3.3) 式完全相似的不等式．现在处理的问题虽然

更加复杂，但只需将 v(S) 替换为 fS(x) 就能得到类似的规律．这种情况我们会反复遇到．⽐
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如我们要处理有限多个数 (a0, · · · , an)，那么⼀个多项式 a0 + a1x + · · · anxn 就能把它们反映

出来．后⾯会有例⼦说明这⼀点．

现在把定理 21 证明的最后部分也重复⼀遍．如果 S = S1 + · · ·+ Sr，那么根据 (3.8) 式

⽤归纳法可得

fS(x) = fS1(x) · · · fSr(x).

若 n(S) = n，我们将其写作 n 个⼀元⼦集之和：S = S1 + · · ·+ Sn，其中 n(Si) = 1．每个⼀

元集 Si 都只有两个⼦集：∅ 与 Si，因此 v(Si, 0) = 1，v(Si, 1) = 1，当 k > 1 时有 v(Si, k) = 0，

所以 fSi(x) = 1 + x．于是根据前⾯的关系式，对于任意有限集 S，我们有

fS(x) = (1 + x)n(S).

现在 n(S) = n，利⽤⼆项式公式将上⾯的多项式完全展开即有

(1 + x)n = C0
n + C1

nx + C2
nx2 + · · ·+ Cn

n xn,

其中 Cm
n = n!/(m!(n − m)!)（参见 (2.21) 式与 (2.25) 式）．根据多项式 fS(x) 的定义（参见

(3.7) 式），我们就得到了

v(S, m) = Cm
n =

n!
m!(n − m)!

. (3.9)

这就是我们想要探究的 v(S, m) 的计算公式．■
因为 v(S, 0) + v(S, 1) + · · ·+ v(S, n) = v(S)，利⽤定理 22 逐⼀计算 n(n = 0, 1, 2, · · · , n)

元集的数⽬，再结合定理 21，即可得到 C0
n + C1

n + · · ·+ Cn
n = 2n．在第 6 节，我们利⽤⼆项

式公式同样很容易地得到了这⼀结论．

集合 {a1, a2, · · · , an} 的⼀个 m 元⼦集有时也被称为从 n 个元素中⼀次性选取 m 个得到

的⼀个组合，⼆项式系数 Cm
n 也因此被称为从 n 个元素中选取 m 个的组合数．

我们前⾯考虑了 n 元集 S 有多少个满⾜ n(N) = m 的⼦集 N 的问题，它与⼀些数论问

题是有关联的．⽐如，对于给定的⾃然数 r，⾃然数 n 有多少种⽅法可以写成 r 个⾃然数之

和？换句话说，满⾜⽅程 x1 + · · ·+ xr = n 的有序⾃然数组 (x1, · · · , xr) 有多少个？⽐如对

于 n = 4 和 r = 2 的情形，因为 4 = 1 + 3 = 2 + 2 = 3 + 1，所以 x1 + x2 = 4 有三组⾃然数

解：(1, 3)，(2, 2) 和 (3, 1)．

考虑⼀条长为 n 的线段 AB．我们将线段上到 A 点的距离为⾃然数的点称为整点．显然

⽅程 x1 + · · ·+ xr = n 的⼀组解就对应于将线段 AB 分成 r 段，它们的长度分别为⾃然数

x1, x2, · · · , xr（如图3.4）．
对线段 AB 的每个划分都确定了前 r − 1 条线段的右端点（最后⼀条线段的右端点永远是

点 B）．记线段 AB 上除 B 之外的整点构成的集合为 S，由划分定义的这些右端点组成的集合

为 N．显然有 N(S) = n− 1，n(N) = r − 1 以及 N ⊂ S．⾄此我们就在⽅程 x1 + · · ·+ xr = n

的⾃然数解与集合 N 之间建⽴了⼀个⼀⼀对应．这说明⽅程解的个数就等于⼦集 N 的个数．

根据 (3.9) 式，⽅程解的个数为 Cr−1
n−1．如果我们不固定 r，那么⾃然数 n 的所有可能划分数
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图 3.4

就等于所有⼆项式系数 Cr−1
n−1 之和，即为 2n−1．这就是说，我们有 2n−1 种⽅法可以将⾃然数

n 表⽰成若⼲个⾃然数之和（这⾥考虑了和式中各项的次序）．

现在我们再回到 (3.9) 式的推导过程上．引进 fS(x) 这⼀技巧在其他问题上也很有⽤，待

会⼉会讲到这⼀点．其实对于 (3.9) 式，或者更准确的说，对于 v(S, m) 与⼆项式系数之间的

联系，我们可以不必引⼊ fS(x)．

注意到 (1 + x)n 就是 n 个 1 + x 的乘积：

(1 + x)n = (1 + x)(1 + x) · · · (1 + x). (3.10)

我们来分析⼀下上式右侧去括号时会出现什么情况．将这 n 个因式分别标号为 1, 2, · · · , n，并

记 S = {1, 2, · · · , n}．右侧去括号时，需要从 n 个因式中分别选 1 或者 x 出来做乘法．(3.10)
式的展开式中的每⼀项都是若⼲个 1 和 x 乘出来的，因此知道了哪些因式选出 1、哪些因式

选出 x，就知道了它们的乘积．对于给定的项 xm，我们设其中的 x 来⾃于标号为 i1, i2, · · · , im

的因式，那么 1 就来⾃其余 n − m 个因式．这样，(3.10) 式的展开式中的每⼀项都由 S 的⼀

个⼦集 N = {i1, · · · , im} 确定（因为⼀旦确定了 x 出⾃哪些项，那么 1 出⾃哪些项也就确定

了）．因此 S 有多少个 m 元⼦集 N（这个数值其实就是 v(S, m)），(3.10) 的展开式中就有多

少个 xm 项．于是 (1 + x)n 就有如下的展开式：

(1 + x)n = v(S, 0) + v(S, 1)x + · · ·+ v(S, n)xn.

将其与 (2.21) 式作⽐较，即有 v(S, m) = Cm
n ．

这种⽅法可以推⼴到更⼀般的情形．我们考虑将若⼲⼀次多项式 x + ai 的乘积

(x + a1)(x + a2) · · · (x + an) (3.11)

写成 x 的多项式．和之前⼀样，我们将这 n 的因式进⾏编号．于是 (3.11) 展开式中的每⼀

项都取决于乘出这⼀项的 x 与 ai 分别来⾃哪些因式．如果编号为 i1, i2, · · · , im 的因式选出了

ai1 , ai2 , · · · , aim，其余 n − m 个因式选择了 x，我们就得到了展开式中 ai1 ai2 · · · aim xn−m 这⼀

项．将展开式所有的 n − m 次项合并，就得到 σm(a1, · · · , an)an−m，其中 σm(a1, · · · , an) 是所

有 ai1 ai2 · · · aim 之和．所有 ai1 ai2 · · · aim 指的是 {i1, · · · , im} 取遍 m 个不同下标的所有组合．

因此 σm(a1, · · · , an) 中包含了 Cm
n 项．⽐如

σ1(a1, · · · , an) = a1 + · · ·+ an,
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以及 σ2(a1, · · · , an) = a1a2 + a1a3 + · · ·+ a2a3 + · · ·+ an−1an，它表⽰所有 aiaj (i < j) 之和．

最后的 σn 为 σn(a1, · · · , an) = a1 · · · an．这是我们第⼀次遇到含有 n 个未知数的多项式．前

⾯的这 n 个多项式 σ1, · · · , σn 在代数中⾮常重要．特别地，我们证明了下述公式

(x + a1) · · · (x + an) =xn + σ1(a1, · · · , an)xn−1 + σ2(a1, · · · , an)xn−2

+ · · ·+ σn(a1, · · · , an).
(3.12)

这个公式通常被称为韦达公式．

韦达公式揭⽰了多项式的⼀个重要性质．设 f (x)是 n 次多项式，它的 n 个根为 α1, · · · , αn．

通过前⾯的知识，我们知道 f (x) 可以被乘积 (x − α1) · · · (x − αn) 整除．因为 f (x) 是 n 次

的，所以必有 f (x) = c(x − α1) · · · (x − αn)，其中 c 是⼀个常数．如果假设 f (x) 的⾸项系数

为 1，那么有 c = 1，因⽽有

f (x) = (x − α1) · · · (x − αn).

在韦达公式 (3.12) 中令 ai = −αi，因为多项式 σk 中的每⼀项都是 k 个未知数 ai 的乘积，因

此以 −αi 替换 ai 后各项会出现因⼦ (−1)k，提取这个公因式即有

σk(−α1, · · · ,−αn) = (−1)kσk(α1, · · · , αn).

因此根据 (3.12) 式，我们就有

(x − α1) · · · (x − αn) =xn − σ1(α1, · · · , αn)xn−1

+ · · ·+ (−1)nσn(α1, · · · , αn).
(3.13)

这个公式也被称为韦达公式．⼆次⽅程的韦达公式是我们熟知的：此时只有两个多项式 σ1 =

α1 + α2 和 σ2 = α1α2．

我们再次考虑关于⼦集数⽬（或者说组合数）的 (3.9) 式．在推导过程中我们利⽤了⼆项式

公式，⽽这个公式在第 6 节是借助导数的性质得到的．整个推导过程有点长，因此我们希望能

有⼀个仅需要组合考虑的证明．这⾥就给出⼀个这样的证明，不仅如此，我们还附带证明了⼀

个更⼀般的公式．我们知道，对于集合 S 的任⼀⼦集 N，都会有⼀个划分 S = N + N，这⾥ N

是 N 的补集．现在考虑⼀个更⼀般的划分 S = S1 + · · ·+ Sr，其中 n(S1) = n1, · · · , n(Sr) =

nr．我们将有序数组 (n1, · · · , nr) 称为划分 S = S1 + · · ·+ Sr 的型．假定各⼦集 Si 都不是空

集，即所有的 ni 都⼤于 0．
因为之前⼀直认为集合 S 满⾜ n(S) = n，所以上⽂谈论记号时没再重复这⼀点．记集合

S 具有型 (n1, · · · , nr) 的所有可能的划分数⽬为 C(n1, · · · , nr)．此时显然有 n1 + · · ·+ nr =

n．另外还要注意，这⾥各个⼦集 S1, · · · , Sr 的顺序也是需要考虑的．⽐如当 r = 2 时，若

n(S1) = n1，n(S2) = n2，则 S = S1 + S2 和 S = S2 + S2 是两个不同的划分．如果 n1 ̸= n2，

这两个划分的型也不同．鉴于此，每个划分 S = S1 + S2 都确定了⼀个（前⾯那⼀个）⼦集
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S1，因此问题就化归为前⾯考虑过的⼀个问题：C(n1, n2) = v(S, n1)．换句话说，当 m < n

时，v(S, m) = C(m, n − m)．

考虑具有型 (n1, · · · , nr) 的任⼀划分 S = S1 + · · ·+ Sr．假定⾄少有⼀个 ni 不等于 1，不

妨设 n1 > 1．假设 a ∈ S1，记 S′
1 为 S1 中除 a 之外的所有元素构成的集合（即 {a} 在 S1 中的

补集）．于是就有划分 S1 = S′
1 + {a}，原来的划分 S = S1 + · · ·+ Sr 就对应于⼀个新的划分

S = S′
1 + {a}+ S2 + · · ·+ Sr，其型为 (n1 − 1, 1, n2, · · · , nr)．因此由所有型为 (n1, · · · , nr) 的

划分，我们得到了所有型为 (n1 − 1, 1, n2, · · · , nr) 的划分，划分 S = S′
1 + {a}+ S2 + · · ·+ Sr

来⾃于划分 S = S1 + · · ·+ Sr，其中 S1 = S′
1 + {a}．通过选取不同的元素 a ∈ S1，每个型为

(n1, · · · , nr) 的划分都能导出 n1 个不同的具有型 (n1 − 1, 1, n2, · · · , nr) 的划分，因此我们得

到了如下关系式

n1C(n1, · · · , nr) = C(n1 − 1, 1, n2, · · · , nr). (3.14)

对具有型 (n1 − 1, 1, n2, · · · , nr) 的划分使⽤这个关系式，可得

(n1 − 1)C(n1 − 1, 1, n2, · · · , nr) = C(n1 − 2, 1, 1, n2, · · · , nr),

即

n1(n1 − 1)C(n1, n2, · · · , nr) = C(n1 − 2, 1, 1, n2, · · · , nr).

继续同样的操作 n − 1 次，就有

n1!C(n1, n2, · · · , nr) = C
(

1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
n1个

, n2, · · · , nr

)
.

现在对 C(1, · · · , 1, n2, · · · , nr) 中的参数 n2 进⾏同样的操作，即可得到

n2!C(1, · · · , 1, n2, n3, · · · , nr) = C(1, · · · , 1, n3, · · · , nr),

其中右侧有 n1 + n2 个位置上是 1．由此即有

n1!n2!C(n1, · · · , nr) = C
(

1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
n1+n2个

, n3, · · · , nr

)
.

按次序继续对余下的各个参数 ni 进⾏同样的操作，最后可得

n1!n2! · · · nr!C(n1, · · · , nr) = C
(

1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
n个

)
. (3.15)

最终之所以有 n 个位置是 1，是因为 n1 + n2 + · · ·+ nr = n．现在只要计算出 C(1, · · · , 1) 即

可．为此，我们只要注意到上述公式对所有的型 (n1, · · · , nr) 都是成⽴的．不妨对最简单的型

(n) 应⽤上述公式．此时只有唯⼀的划分 S = S 具有这样的型，即 C(n) = 1．但根据 (3.15)
式，有

n!C(n) = C
(

1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
n个

)
.
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因此 C(1, · · · , 1) = n!．将其代⼊ (3.15) 式，就得到了最终的表达式

C(n1, · · · , nr) =
n!

n1!n2! · · · nr!
(n = n1 + · · ·+ nr). (3.16)

当 r = 2 时，我们通常将 (n1, n2) 写作 (m, n − m)．因为 C(m, n − m) = v(S, m)，因此

由 (3.16) 式可以得到前⾯的 (3.9) 式．

注 1．上述推理的最后我们遇到了表达式 C(1, · · · , 1)，型 (1, · · · , 1) 对应的划分是什么

样的呢？这就是把 S 划分成若⼲个⼀元⼦集．回忆⼀下，在划分 S = S1 + · · ·+ Sr 中，各⼦

集 Si 的顺序是纳⼊考察的．因此划分 S = {a1}+ {an} 就相当于给 S 中的各元素指定了⼀个

下标．因⽽ C(1, · · · , 1) 就是计算可以有多少种⽅式来列举 S 中的元素．我们通常以下标递

增的⽅式将元素写作 a1, · · · , an，因此 C(1, · · · , 1) 即是 S 中元素所有不同排列的种数．由前

⾯的内容可知，这样的排列总数为 n!．⽐如对于 S = {a, b, c}，此时 n = 3，故 S 中元素有 6
种排列：

(a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a).

注 2．当 r = 2 时，C(n1, n2) 与⼆项式系数相等，对此我们给出过两个证明．对于任意的

r，表达式 C(n1, · · · , nr) 也有类似的解释．设 x1, · · · , xr 是未知数，可以证明 (x1 + · · ·+ xr)n

的完全展开式中的项皆形如 xn1
1 · · · xnr

r ，其中 ni 都是⾮负整数，且 n1 + · · ·+ nr = n．还可

以进⼀步证明，项 xn1
1 · · · xnr

r 前⾯的系数是 C(n1, · · · , nr)．为此只需要在最初考虑集合的划

分时允许⼦集 Si 为空集 ∅，即数 ni 可以取 0．规定 0! = 1 之后，很容易看出 (3.16) 式仍然

成⽴．通过完全类似于前⾯ v(S, m) = Cm
n 的第⼆个（组合）证明的思路，可以证明更⼀般的

r 项情形下的⼆项式公式．

⽐如根据这个公式，我们可以知道 (x1 + x2 + x3)
3 等于所有 C(n1, n2, n3)xn1

1 xn2
2 xn3

3 项之

和，其中 (n1, n2, n3) 取遍所有满⾜ n1 + n2 + n3 = 3 的三元⾮负整数数组．由 (3.16) 式（及

补充条件 0! = 1）可得

(x1 + x2 + x3)
3 =x3

1 + x3
2 + x3

3 + 3x2
1x2 + 3x1x2

2 + 3x2
1x3

+ 3x1x2
3 + 3x2

2x3 + 3x2x2
3 + 6x1x2x3.

习题：

1. 集合 I = {p, q} 是⼀个⼆元集，S = {a1, · · · , an} 是 n 元集．对于 S 的任意⼀个⼦集

N，我们为其指定 In 中的⼀个元素 x：如果 ai 属于 N，那么 x 的第 i 位就是 p，否则

就是 q．试证明由此在 U(S) 与 In 之间建⽴了⼀个⼀⼀对应．借此再次由定理 20 得到

了定理 21．

2. 条件参考习题 1，此时 S 的两个⼦集 N1 与 N2 的交集和并集所对应的 In 中的元素是

什么样的？
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3. 对于给定的 r，试求出所有的型所对应的所有的划分 S1 + · · ·+ Sr 的数⽬．⽤ r = 2 这

⼀情形的结论验证⼀下，看能否由此得出定理 21．

4. 给定 r 和 n，对于所有满⾜ n1 + · · ·+ nr = n 的⾮负整数 ni，试计算所有 C(n1, · · · , nr)

之和．分别由习题 3 和注 2 中的结论出发，给出本习题的两种解法．

5. 将⾃然数 n 分解成 r 个因数之积 n = a1 · · · ar，其中各因数之间两两互素．请问⼀共有

多少种这样的分解⽅法？

6. 给定 n 和 r，⽅程 x1 + · · ·+ xr = n ⼀共有多少组⾮负整数解？下图改编⾃图 3.4 ，请

借由它给出问题的解答．设 AB 是长为 n + r − 1 的线段．每⼀组解 (x1, · · · , xr) 都对

应于线段的⼀个划分：从 A 点出发，取长为 x1 的线段；从后⾯紧接着的整点出发，取

长为 x2 的线段，以此类推．在图 3.5 中，x3 = 0．

图 3.5

7. 若 n(S) = 2m，试计算所有型为 (m, m) 的划分 S = S1 + S2 的数⽬，这⾥ S = S1 + S2

与 S = S2 + S1 不加以区分．若 n(S) = 3m，试计算所有型为 (m, m, m) 的划分 S =

S1 + S2 + S3 的数⽬，这⾥ S1, S2, S3 的顺序不加以区分．若 n(S) = 2k + 3l，试计算所

有型为 (k, k, l, l, l) 的划分的数⽬，这⾥对等势⼦集间的顺序不加以区分．

8. 多项式 (x1 + · · ·+ xn)2 的展开式中包含哪些项？多项式 (x1 + · · ·+ xn)3 的展开式中

又包含哪些项？

9. 在合并同类项之后，多项式 (x1 + · · ·+ xr)n 的展开式中⼀共包含多少项？

10. ⽤多项式 σ1 和 σ2 表⽰出 a2
1 + · · ·+ a2

n．假设多项式 xn + axn−1 + bxn−2 + · · · 有 n 个

实数根，求证 a2 ≥ 2b．等式 a2 = 2b 何时成⽴？提示：应⽤第 4 节中的贝祖定理，以

及⼀个实数的平⽅不能为负这⼀事实．

11. 设 n(S) = n，将 Ck
n 看作 v(S, k)，试由此给出等式 Ck

n = Ck
n−1 + Ck−1

n−1（即 (2.27) 式）

的⼀个组合证明，并将这个结论推⼴到 C(n1, · · · , nk) 的情形．

12. 试给出等式 Cm
n = Cn−m

n 的⼀个组合证明．
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9 集代数

对于集合 S 的两个⼦集 S1 与 S2，如果它们的交集是空集（即 S1 ∩ S2 = ∅），那么 S1 ∪ S2

中的每个元素要么属于 S1，要么属于 S2，且每个元素只能属于 S1 或 S2 其中之⼀．因此有

S1 ∪ S2 = S1 + S2，以及

n(S1 ∪ S2) = n(S1) + n(S2).

S1 ∩ S2 不是空集的情形可以化归为前⾯考虑的情形．记 S′
1 为 S1 ∩ S2 在 S1 中的补集，于是

根据上⾯的结论，右

n(S1) = n(S1 ∩ S2) + n(S′
1). (3.17)

同理可得

n(S2) = n(S1 ∩ S2) + n(S′
2), (3.18)

其中 S′
2 是 S1 ∩ S2 在 S2 中的补集．将 (3.17) 式与 (3.18) 式相加，有

n(S1) + n(S2) = 2n(S1 ∩ S2) + n(S′
1) + n(S′

2). (3.19)

因为 S1 ∩ S2、S′
1 与 S′

2 两两之间交集为空，且它们的并集为 S1 ∪ S2，所以有 S1 ∪ S2 =

S1 ∩ S2 + S′
1 + S′

2，这意味着 n(S1 ∪ S2) = n(S1 ∩ S2) + n(S′
1) + n(S′

2)．将这⼀等式与 (3.19)
式相结合，有

n(S1) + n(S2) = n(S1 ∩ S2) + n(S1 ∪ S2)

或

n(S1 ∪ S2) = n(S1) + n(S2)− n(S1 ∩ S2). (3.20)

这就是我们要探求的关系式．我们进⼀步的⽬标是将其推⼴，以计算任意多个集合的并

集中元素的个数 n(S1 ∪ · · · ∪ Sr)．关于多个集合的交集与并集，它们有⼀些很显然的性质．为

了研究需要，这⾥将其明确陈述⼀下．

⾸先需要注意的是，多个集合的并集 S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sr 可以定义成两个⼦集的并集，⽐

如

S1 ∪ S2 ∪ S3 = (S1 ∪ S2) ∪ S3.

对任意 k 个⼦集的并，我们同样有

S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sk = (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sk−1) ∪ Sk.

如果集合 S 的⼦集 S1, · · · , Sk 中任意两个都没有公共元素，那么 S1 ∪ · · · ∪ Sk = S1 + · · ·+ Sk，

且 n(S1 ∪ · · · ∪ Sk) = n(S1) + · · ·+ n(Sk) . 此外，我们还需要下述公式

(S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sk) ∩ N = (S1 ∩ N) ∪ (S2 ∩ N) ∪ · · · ∪ (Sk ∩ N).
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所有这些公式都显然成⽴．问问⾃⼰⼀个元素 a ∈ S 属于左边或者属于右边分别是什么

意思就⾜够了．⽐如，a ∈ (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sk)∩ N 表⽰ a ∈ S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sk 且 a ∈ N．后者

表⽰ a ∈ N，⽽前者表⽰ a 属于某个 Si．由此即有 a ∈ Si ∩ N，这又说明 a ∈ (S1 ∩ N)∪ (S2 ∩
N) ∪ · · · ∪ (Sk ∩ N)．推导出的这个性质与数的分配律很相似：如果⽤数 a1, · · · , ak 与 b 代替

集合 S1, · · · , Sk 与 N，⽤“+”代替“∪”，“×”代替“∩”，就有 (a1 + · · ·+ ak)b = a1b + · · ·+ akb，

这就是我们熟知的乘法分配律．集合的交集和并集⽅⾯还有⼀些性质也与数的乘法和加法运

算相似（见习题 1）．给定集合 S，我们将对其⼦集之间的交与并运算⽅⾯的研究称为集代数．

现在我们来推导关于 n(S1 ∪ S2 ∪ S3) 的公式．因为

S1 ∪ S2 ∪ S3 = (S1 ∪ S2) ∪ S3,

所以应⽤ (3.20) 式可得

n(S1 ∪ S2 ∪ S3) = n((S1 ∪ S2) ∪ S3) = n(S1 ∪ S2) + n(S3)− n((S1 ∪ S2) ∩ S3).

对于 n(S1 ∪S2)，直接使⽤ (3.20) 式即可．对于最后⼀项，根据前⾯的内容可知 (S1 ∪S2)∩S3 =

(S1 ∩ S3) ∪ (S2 ∩ S3)，对此可以继续使⽤ (3.20) 式．因此有

n(S1 ∪ S2 ∪ S3) =n(S1) + n(S2) + n(S3)− n(S1 ∩ S2)− n(S1 ∩ S3)

− n(S2 ∩ S3) + n((S1 ∩ S3) ∩ (S2 ∩ S3)).

很明显有

(S1 ∩ S3) ∩ (S2 ∩ S3) = S1 ∩ S2 ∩ S3,

因此最后⼀项为

n(S1 ∩ S2 ∩ S3).

⾄此我们就得到了公式

n(S1 ∪ S2 ∪ S3) =n(S1) + n(S2) + n(S3)− n(S1 ∩ S2)− n(S1 ∩ S3)

− n(S2 ∩ S3) + n(S1 ∩ S2 ∩ S3).

现在你已经可以猜出 n(S1 ∪ · · · ∪ Sr) 的公式是什么样的了．公式中的项应形如 n(Si1 ∩ · · · ∩
Sik)，其中 Sij 来⾃于集合 S1, · · · , Sr，k 取遍从 1 到 r 的⾃然数．进⼀步，如果 k 是偶数，那

么 n(Si1 ∩ · · · ∩ Sik) 前⾯是负号；k 是奇数时，前⾯是正号．因此 n(Si1 ∩ · · · ∩ Sik) 前⾯的符

号为 (−1)k−1．

按照 r = 3 这⼀情形的证明思路，对 r 进⾏归纳即可证明公式．(3.20) 式是归纳基础．将

S1 ∪ · · · ∪ Sr 写作 (S1 ∪ · · · ∪ Sr−1) ∪ Sr，并应⽤ (3.20) 式，可得

n(S1 ∪ · · · ∪ Sr) = n(S1 ∪ · · · ∪ Sr−1) + n(Sr)− n((S1 ∪ · · · ∪ Sr−1) ∩ Sr).
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根据归纳假设，n(S1 ∪ · · · ∪ Sr−1) 的公式已知．对于最后⼀项，我们有

(S1 ∪ · · · ∪ Sr−1) ∩ Sr = (S1 ∩ Sr) ∪ · · · ∪ (Sr−1 ∩ Sr).

对这个表达式继续应⽤归纳假设．⾄于如下交集

(Si1 ∩ Sr) ∩ · · · ∩ (Sik ∩ Sr),

它们显然等于 Si1 ∩ · · · ∩ Sik ∩ Sr．⾄此公式中所有包含 Sr 的项我们都已经得到了．另外，如

果 n((S1 ∩ Sr)∪ · · · ∪ (Sr−1 ∩ Sr)) 中的某项有符号 (−1)k−1，那么它在 n(S1 ∪ · · · ∪ Sr) 中的

符号为 (−1)k，这取决于集合 Si1 ∩ · · · ∩ Sik ∩ Sr．

将得到的 n(S1 ∪ · · · ∪ Sr) 的公式转化为关于补集 S1 ∪ · · · ∪ Sr 的公式，通常会⽐较

⽅便⼀点．对于任意⼦集 N ⊂ S，总有 S = N + N，所以 n(N) = n(S) − n(N)．因此

n(S1 ∪ · · · ∪ Sr) 就是所有的 (−1)kn(Si1 ∩ · · · ∩ Sik) 之和，其中 Sij 来⾃于 S1, · · · , Sr．假定

k = 0 所对应的项为 n(S)，于是就有

n(S1 ∪ · · · ∪ Sr) =n(S)− n(S1)− · · · − n(Sr)

+ n(S1 ∩ S2) + · · ·+ (−1)rn(S1 ∩ · · · ∩ Sr).
(3.21)

这个公式中有表达式 n(Si1 ∩ · · · ∩ Sik)，其中下标 i1, · · · , ik 取遍从 1 到 r 的所有⾃然数

的组合．这种情况我们在韦达公式 (3.12) 那边已经遇到过了．将这两个公式作⽐较是富有教

益的．在 (3.12) 式中取值 x = 1 和 ai = −xi，并将所有的 xi1 · · · xik 替换为 n(Si1 ∩ · · · ∩ Sik)，

则得到的式⼦和 (3.21) 式⼏乎⼀模⼀样．对此，有时候我们甚⾄采⽤如下的“形式化”写法

n(S1 ∪ · · · ∪ Sr) = n(1 − S1) · · · (1 − Sr). (3.22)

上式解释如下：将右侧中的诸 Si 看作未知数，⽤韦达公式展开右侧的乘积，将其中（意义不

明的）表达式 n · Si1 · · · Sik 替换为 n(Si1 ∩ · · · ∩ Sik)（以 n = n(S) 替换 n · 1）．

这样的表达式可以帮助我们更简单的回忆 (3.21) 式．在代数中，如果关乎不同问题的两

个关系式具有完全相同的形式，那么我们总能发明新的定义，使得其中⼀个公式正好与另⼀

个对应起来．这⾥以 (3.21) 式、(3.22) 式和韦达公式 (3.13) 为例做⼀个展⽰．

为此我们需要考虑定义在集合 S 上的函数．毫⽆疑问，你肯定已经了解函数的概念了．这

⾥将函数理解为，对每个元素 a ∈ S，我们都为它赋予⼀个数．为元素赋予数的这个操作记为

f，因此元素 a 所对应的数就记为 f (a)，它也被称为函数 f 在元素 a 处的值．这个概念对任

意的集合都是有意义的，不过我们⽬前只对有限集 S 感兴趣．函数由此可以明确为，对任意

元素 a，都有数 f (a) 与其对应．在图 3.6 中，集合 S = {a, b, c}， f 和 g 都是定义在 S 上的

函数．

因此，对于集合 S = {a1, · · · , an}，函数不过就是个数组 ( f (a1), · · · , f (an))．通过对函数的

取值进⾏加法和乘法运算，我们可以定义函数的加法和乘法．换句话说，如果 f 和 g 是定义在
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图 3.6

图 3.7

同⼀个集合上的两个函数，那么可以通过 ( f + g)(a) = f (a) + g(a) 以及 ( f g)(a) = f (a)g(a)

来定义函数 f + g 和 f g．对于图 3.6 中的函数 f 和 g， f + g 和 f g 如图 3.7 所⽰．

因为函数的运算实质上是函数值的运算，所以这些运算与数的运算具有相同的性质，如

交换律、结合律、分配律等．对于任何关于数的等式，我们都可以将其中的量替换为集合 S

上的任意⼀个函数．如果函数 fS(a) 将每个元素 a ∈ S 都赋予 1，那么就记其为 1．对于任意

的函数 f，显然有 1 · f = f．

现在我们将函数的概念与⼦集的概念联系起来．对于任意的⼦集 N ⊂ S，我们将它与这

样⼀个函数对应起来：每个属于 N 的元素都取值 1，每个不属于 N 的元素都取值 0．这个函

数称为⼦集 N 的示性函数，记为 fN．简单来说，如果 a ∈ N，则 fN(a) = 1；如果 a /∈ N，

则 fN(a) = 0．很显然函数 fN(a) 反过来也定义了⼀个集合 N：所有满⾜ fN(a) = 1 的 a ∈ S

构成的集合．（因此得到了⼦集 N ⊂ S 与取值 1 和 0 的函数之间的⼀个⼀⼀对应．就是这个

对应使得从定理 20 得到定理 21 成为可能；见第 8 节的习题 1，将其中的 p 与 q 替换为 0 与
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1．）
⼦集的若⼲性质可以通过它们的⽰性函数简单地表⽰出来．⽐如对于全集 S，它的⽰性

函数在每个元素上都取值 1，即有 fS = 1．因为 N 是 N 的补集，所以有 fN = 1 − fN．因

为对于每个 a ∈ N，都有 fN(a) = 1，即 1 − fN(a) = 0，这与 fN 的取值⼀致；对于 a ∈ N

也有同样的结果．如果 N1 与 N2 是任意两个⼦集，则 fN1∩N2 = fN1 fN2：因为如果 a ∈ N1 且

a ∈ N2，则 fN1 fN2 = 1 · 1 = 1，这正好是 fN1∩N2(a)；如果 a 不属于 N1 和 N2 其中⼀个，则

fN1(a) 与 fN2(a) 中有⼀个为 0，因此 fN1 fN2(a) = 0，这与 fN1∩N2(a) 相等．

显然这个关系式对任意有限多个⼦集都是成⽴的：

如果 N′ = N1 ∩ · · · ∩ Nr, 那么就有 fN′ = fN1 · · · fNr . (3.23)

现在我们可以⽤⽰性函数的语⾔重写 (3.21) 式．⾸先注意到 S1 ∪ · · · ∪ Sr 与 S1 ∩ · · · ∩ Sr

是相等的．这是很明显的：如果元素 a 属于所有的 Si，即它不属于任意⼀个 Si，则它必然不

属于 S1 ∪ · · · ∪ Sr．现在⽤ (3.23) 式来写出 S1 ∪ · · · ∪ Sr 的⽰性函数

fS1∪···∪Sr
= fS1∩···∩Sr

= fS1
· · · fSr

.

再因为 fSi
= 1 − fSi，所以有

fS1∪···∪Sr
= (1 − fS1)(1 − S2) · · · (1 − fSr).

在韦达公式 (3.13) 中令 x = 1，αi = fSi．我们在前⾯解释了为什么这个公式可以应⽤于函数．

因此可得

fS1∪···∪Sr
= 1 − σ1( fS1 , · · · , fSr) + σ2( fS1 , · · · , fSr)− · · ·+ (−1)rσr( fS1 , · · · , fSr).

这⾥的 σk( fS1 , · · · , fSr) 是所有的乘积 fSi1
· · · fSik

之和．已知 fSi1
· · · fSik

= fSi1
∩···∩Sik

，故

fS1∪···∪Sr
= 1 − fS1 − · · · − fSr + · · ·+ (−1)r fS1∩···∩Sr . (3.24)

右侧即是所有的函数 fSi1
∩···∩Sik

之和，不过每⼀项前⾯还有⼀个符号 (−1)k．

需要注意的是，我们得到的结论已经不仅仅是 (3.21) 式了．我们得到的表达式并不是关

于集合 S1 ∪ · · · ∪ Sr 的元素个数 n(S1 ∪ · · · ∪ Sr)，⽽是关于集合的⽰性函数的．⽰性函数不

仅反映了⼦集中元素的数⽬，更决定了整个⼦集．再者，(3.21) 式只在全集 S 有限时有意义，

⽽ (3.24) 式对于任意集合 S 的有限多个⼦集都成⽴．

为了由此得到 (3.21) 式，我们需要再从函数返回到数．因为 S 是有限集，所以对任意

函数 f，我们可以定义数 S f 为所有 f (a) 的和，其中 a ∈ S：若 S = {a1, · · · , an}，则

S f = f (a1) + · · ·+ f (an)．⽐如对于图 3.6 中的函数 f 和 g，我们有 S f = 2，Sg = 1．显然

对任意两个函数 f 和 g 有 S( f + g) = S f + Sg．事实上，因为函数 f + g 在元素 ai 处的值
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为 f (ai) + g(ai)，所以

S( f + g) = [ f (a1) + g(a1)] + · · ·+ [ f (an) + g(an)]

= [ f (a1) + · · ·+ f (an)] + [g(a1) + · · ·+ g(an)]

= S f + Sg.

如果 fN 是⼦集 N 的⽰性函数，则对于 a ∈ N 有 fN(a) = 1，⽽对于其余元素函数值为 0，
所以 S fN = n(N)．

现在对 (3.24) 式两边的函数同时考虑 S f，则根据上述性质即得 (3.21) 式．

这⾥给出 (3.21) 式的两个应⽤．第⼀个应⽤所讨论的问题是欧拉曾经考虑过的，它讨论

的是集合排列的问题．在上⼀节的末尾（见注 1），我们将集合 S 中的元素按⼀定次序进⾏摆

放称为集合的⼀个排列．如果 n(S) = n，则所有排列数为 n!．第 8 节末尾我们写出了集合

S = {a, b, c} 的 6 种排列．对于更⼀般的情况，我们可以类似的写出所有 n! 种排列．通常我

们将第⼀种排列记作 (a1, · · · , an)．现在问题来了：有多少种排列满⾜每个位置上的元素都与

第⼀个排列中相应位置上的元素不同？对于 n = 3 的情形，请验证只有 (c, a, b) 和 (b, c, a) 这

两种排列满⾜条件．

对于⼀般情形，(3.21) 式可以很容易的加以解决．记 P 为集合 S 的所有排列构成的集

合，则 n(P) = n!．我们来考虑那些第 i 位为 ai 的排列，记所有这样的排列构成的集合为 Pi．

于是问题就变成了求 n(P1 ∪ · · · ∪ Pn)．（请确保⾃⼰能明⽩这两个问题是等价的．）(3.21) 式

考虑的是全集 S 和⼦集 Si，我们这⾥是全集 P 与⼦集 Pi．为了应⽤公式，我们需要计算出

n(Pi1 ∩ · · · · Pik)．集合 Pi1 ∩ · · · · ∩Pik 包含的正好是那些第 i1 位上是 ai1，……，第 ik 位上

是 aik 的排列．因此只需其余位置上元素的排列即可，其排列数等于集合 {ai1 , · · · , aik} 的排

列总数．因为 n({ai1 , · · · , aik}) = n − k，所以 n(Pi1 ∩ · · · · ∩Pik) = (n − k)!．对于每个 k，所

有 Pi1 ∩ · · · · ∩Pik 在 (3.21) 式都产⽣相同的项 (n − k)!．根据定理 22，⼦集 {ai1 , · · · , aik} ⊂
{a1, · · · , an} 共有 Ck

n 个，所以 Pi1 ∩ · · · · Pik 在 (3.21) 式会产⽣ Ck
n 个相同的项．易知

Ck
n(n − k)! =

n!
k!(n − k)!

(n − k)! =
n!
k!

,

所以由 (3.21) 式可得

n(P1 ∪ · · · ∪ Pn) = n! − n!
1!

+
n!
2!

− · · ·+ (−1)n n!
n!

= n!
(

1 − 1
1!

+
1
2!

− · · ·+ (−1)n

n!

)
.

这就是欧拉发现的公式．他对这些排列在所有排列中占的“⽐例”（即上述结果与 n! 的⽐值）很

感兴趣．可以证明，当 n 逐渐增⼤时，⽐值 1 − 1/1! + 1/2! − · · ·+ (−1)n/n! 接近于⼀个固

定的值 1/e，这个 e 就是⾃然对数的底．⽆理数 1/e 近似于 0.36787 · · ·．
(3.21) 式的第⼆个应⽤与⾃然数的性质有关．设 n 是⼀个⾃然数，p1, · · · , pr 是它的

⼀些互不相同的素因数．不超过 n 且因数中不含任⼀ pi 的⾃然数有多少？记 S 为⾃然数
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1, 2, · · · , n 构成的集合，Si 为 S 中能被 pi 整除的⾃然数构成的集合．因此我们的任务就是计

算出 n(S1 ∪ · · · ∪ Sr)．为了使⽤公式，我们需要计算出 n(Si1 ∩ · · · ∩ Sik)．集合 Si1 ∩ · · · ∩ Sik

由不超过 n 且能被 pi1 , pi2 , · · · , pik 整除的⾃然数构成．这个性质等价于不超过 n 且能被乘积

pi1 · · · pik 整除．换个⼀般的陈述，假设 m 是⾃然数 n 的因数，那么不超过 n 且能被 m 整

除的⾃然数有多少？满⾜条件的数必形如 t = mu，其中 u 也是⾃然数．条件 t ≤ n 等价于

u ≤ n/m．因此 u 的可能取值为 1, 2, · · · , n/m，即这些数共有 n/m 个．令 m = pi1 · · · pik，

则 n(Si1 ∩ · · · ∩ Sik) = n/(pi1 · · · pik)，因此由 (3.21) 式可得

n(S1 ∪ · · · ∪ Sr) = n − n
p1

− · · · − n
pr

+
n

p1p2
+ · · ·+ (−1)r n

p1 · · · pr
.

上式右侧可以写作

n
(

1 − 1
p1

− 1
p2

− · · ·+ 1
p1p2

+ · · ·+ (−1)r 1
p1 · · · pr

)
.

利⽤韦达公式（在 (3.13) 中令 x = 1 及 αi = 1/pi）可以将括号中的式⼦变形为(
1 − 1

p1

)(
1 − 1

p2

)
· · ·
(

1 − 1
pr

)
.

因此，不超过 n 且因数中不含任⼀ pi 的⾃然数的个数为

n
(

1 − 1
p1

)(
1 − 1

p2

)
· · ·
(

1 − 1
pr

)
. (3.25)

⽐较特殊的⼀种情形是 p1, · · · , pr 是 n 的所有素因数．此时⼀个⾃然数不超过 n 且因数

中不含任⼀ pi 就等价于这个数不超过 n 且与 n 互素．如果数 t 与 n 有公因数 d，则 d 必有

某素因数 pi，即 pi 能整除 t，这与要求⽭盾．如果设 p1, · · · , pr 是 n 的所有素因数，那么

(3.25) 式就给出了所有不超过 n 且与 n 互素的⾃然数的总数．这种情形下的公式 (3.25) 是由

欧拉发现的．这个数⽬通常记为 φ(n)，并被称为欧拉函数．⽐如对于 n = 675 = 33 × 52，不

超过 675 且与其互素的⾃然数共有 675 × (1 − 1/3)(1 − 1/5) = 360 个．

现在假定 p1, p2, · · · , pr 不必整除 n，那么不超过 n 且因数中不含任⼀ pi 的⾃然数总共

有多少个？除了⼀个步骤之外，其他的步骤都可以原封不动的沿袭之前的过程．我们必须找

出不超过 n 且能被 pi1 · · · pik 整除的⾃然数的个数．设 m 是任⼀⾃然数，则在不超过 n 的⾃

然数有多少个能被 m 整除？令 t = mu，则 mu ≤ n．设 u 是满⾜前述不等式的最⼤整数，则

r = t − mu < m．因此有 n = mu + r，其中 0 ≤ r < m．这就是 n 除以 m 的带余除法得到

的表达式（见定理 5）．于是 u 就是 n 除以 m 得到的商数，我们把这个商数记作 [n/m]．现

在重复之前的过程，并应⽤ (3.21) 式，可得不超过 n 且因数中不含 p1, p2, · · · , pr 的⾃然数

的个数为

n −
[

n
p1

]
−
[

n
p2

]
− · · ·+

[
n

p1p2

]
+ · · ·+ (−1)r

[
n

p1 · · · pr

]
. (3.26)

上式不如 (3.25) 式简洁，但可以近似的写作同样的形式．为此我们回到带余除法：n =

mu+ r，其中 0 ≤ r < m，u = [n/m] 是商．将 n = mu+ r 两边除以 m，可得 n/m = u+ r/m．
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因为 0 ≤ r < m，所以 n/m − 1 < [n/m] ≤ n/m．因此 [n/m] 可以⽤ n/m 来代替，两者的

误差不超过 1．如果将 (3.26) 式中的项都做这样的替换，那最终的误差会有多⼤？(3.26) 式中

的每⼀项都对应 {1, · · · , r} 的⼀个⼦集 {i1, · · · , ik}．根据定理 21，⼦集的总数为 2r．因此

(3.26) 式中共有 2r 项代数式．因为每⼀项替换产⽣的误差不超过 1，因此整个替换产⽣的误

差不超过 2r．即 (3.26) 式与

n − n
p1

− · · · − n
pr

+
n

p1p2
+ · · ·+ (−1)r n

p1 · · · pr
(3.27)

的误差不超过 2r．已知上式等于

n
(

1 − 1
p1

)
· · ·
(

1 − 1
pr

)
,

若设不超过 n 且因数中不含 p1, · · · , pr 的⾃然数的个数为 N，则有∣∣∣N − n
(

1 − 1
p1

)
· · ·
(

1 − 1
pr

)∣∣∣ ≤ 2r. (3.28)

⽐如我们有三个素数 p, q, r, 则 N 与 n(1 − 1/p)(1 − 1/q)(1 − 1/r) 间的误差不超过 8．

习题：

1. 确保⾃⼰能断定关系式 S1 ∩ · · · ∩ Sk = (S1 ∩ · · · ∩ Sk1) ∩ Sk 和 (S1 ∩ · · · ∩ Sk) ∪ N =

(S1 ∪ N)∩ · · · ∩ (Sk ∪ N) 都是正确的．后⼀个关系式类似于数的乘法分配律 (a1 + · · ·+
ak)b = a1b + · · ·+ akb，但此时并运算相当于乘法，交运算相当于加法．

2. 确保⾃⼰能明⽩下述结论：⼀般的，对于每个关于⼦集间交与并运算的关系式，都有⼀

个调换了交与并运算的关系式与之相对应．⽐如，S1 ∪ S2 = S1 ∩ S2，S1 ∩ S2 = S1 ∪ S2．

3. 设 a 和 b 都是⾃然数，且 0 < a < b，则在区间 [0, 2πb] 上有多少个 x 可以使得函数

sin ax 的值为 0？

4. 对于⾃然数 a1, · · · , am，⽤ max(a1, · · · , am) 表⽰他们中最⼤的数，min(a1, · · · , am) 表

⽰它们中最⼩的数．记 N = max(a1, · · · , am)．对于集合 S = {1, · · · , N}，定义 Si

为所有满⾜ aj < ai 的 j 构成的⼦集．试应⽤ (3.21) 式找出 max(a1, · · · , am) 和各

min(ai1 , · · · , aik) 之间的⼀个关系式，其中 {ai1 , · · · , aik} 是 {a1, · · · , am} 的⼦集．

5. 对 Si = {ai} 应⽤ (3.21) 式，直接计算其中的各项，以此得到关系式

n − C1
n(n − 1) + C2

n(n − 2)− · · ·+ (−1)n−1Cn−1
n · 1 = 0.

6. 设 S 是有限集，h 是 S 上的任⼀函数．对于⼦集 N ⊂ S，我们定义数 Sh(N) 为所有

h(a) 之和，其中 a ∈ N．试找到⼀个类似于 (3.21) 式的公式，其中处处以 Sh(N) 替换

n(N)．（提⽰：(3.24) 式两边同时乘以函数 h．）
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7. 试求出不超过 n 且与 n 互素的所有⾃然数的和．（提⽰：在习题 6 中令 h(k) = k．）

8. 对满⾜上题条件的那些⾃然数，试求出它们的平⽅和．

9. 证明：不等式 (3.28) 右侧的 2r 可以替换为 2r−1．

10 概率的语言

概率论和其他数学分⽀⼀样，有它⾃⼰的不能定义的基本概念（⽐如点或数）．第⼀个这

样的概念是事件．本节我们只考虑事件总数有限的情形．通常⼀个事件是若⼲更简单的事件

发⽣的结果，这些更简单的事件被称为基本事件．⽐如掷骰⼦会产⽣ 6 个基本事件：向上⼀

⾯的数字分别是 1，2，3，4，5，和 6．向上⼀⾯的数字是偶数这⼀事件由三个基本事件组成：

向上⼀⾯的数字是 2 或 4 或 6．所有基本事件显然构成⼀个集合（本节中都是有限集），其中

的元素有个新称呼（基本事件）．⼀个事件就是这个集合的⼀个⼦集．

第⼆个基本概念是概率，它为每个基本事件赋予⼀个实数．若 S = {a1, · · · , an} 是⼀个

由基本事件构成的集合，那么定义⼀个概率就意味着为每个基本事件 ai ∈ S 赋予⼀个实数

pi，pi 被称为事件 ai 的概率．概率的定义需要满⾜两个条件：它们必须是⾮负的，并且所有

基本事件的概率之和为 1：

pi ≥ 0, p1 + p2 + · · ·+ pn = 1. (3.29)

换句话说，概率是定义在基本事件的集合 S 上的⼀个实值函数 p，对于每个 a ∈ S，都有

p(a) ≥ 0，并且所有 p(a) 之和等于 1．这些条件相当于概率论的公理．

如果 N 是任意⼀个事件（即它是 S 的⼀个⼦集），则所有 p(a) (a ∈ N) 之和称为事件 N

的概率，记为 p(N)．若 N = S，则称这⼀事件为确定事件．条件 (3.29) 表明确定事件的概率

为 1．条件 p(S) = 1 不是本质要求，重要的是 p(S) > 0．通过将所有概率除以 p(S)，可以使

任意情形都可以转化为 p(S) = 1 的情形．对于确定事件的概率，随便选择⼀个即可，然后以

它为单位去度量其他事件的概率．再次强调⼀下，概率论的研究对象是配以给定概率的基本

事件的集合．这个集合与概率是由特定的问题产⽣的．它们⼀旦给定，那就可以计算其他事

件的概率了．概率论专家说他们的⼯作就是通过其他事件的概率来计算某些特定事件的概率．

如果两个事件给定了（即 N1 与 N2 是 S 的两个⼦集），那么它们的并 N1 ∪ N2 与交

N1 ∩ N2 也是事件．按定义有 p(N1 ∪ N2) ≤ p(N1) + p(N2)．这⾥的等号有可能取不到，因

为如果 a ∈ N1 ∩ N2，那么 p(a) 在 p(N1) + p(N2) 会被计算两次．说得更准确⼀点，我们有

p(N1 ∪ N2) = p(N1) + p(N2)− p(N1 ∩ N2).

我们之前碰到过这个关系式（见第 9 节的习题 6）．特别地，如果 N1 ∩ N2 = ∅，即 N1 与 N2

不相交，则称事件 N1 与 N2 互斥．此时有 p(N1 ∪ N2) = p(N1) + p(N2)．再特别⼀点，如果
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N1 = N 是任⼀事件，N2 = N 是它的补，则 p(N1) + p(N2) = 1 或 p(N) = 1 − p(N)．事件

N 称为事件 N 的对立事件．

集合 S 以及定义在 S 上且满⾜ (3.29) 式的函数 p 构成⼀个概率概型，记为 (S; p)．

概率概型中有⼀种情形⾮常重要，那就是集合 S 中的所有元素都是等可能的（⽐如某

给定问题具有对称性）．由 (3.29) 式可知此时有 pi = 1/n．若 N ⊂ S 是任⼀事件，则

p(N) = n(N)/n．如果骰⼦是对称的，那么掷骰⼦就属于这种情形．因此 6 个基本事件的概

率都是 1/6，向上⼀⾯为偶数这⼀事件的概率为 3 × 1/6 = 1/2．

如果骰⼦不对称，那么我们就不能再认为各个基本事件具有相同的概率．此时我们通过

实验（反复投掷骰⼦，并记录结果）来决定各⾃的概率．投掷次数 n 充分⼤之后，如果向上

⼀⾯的数字 i 出现了 ki 次，那么我们就假定向上⼀⾯为 i 这⼀基本事件的概率为 ki/n．这⼀

假定显然满⾜ (3.29) 式．数字 n 由我们所希望达到的准确度决定．这样就得了⼀个不同的概

率概型 (S; p)．

除了掷骰⼦外，概率论中另⼀个备受欢迎的问题是从罐⼦⾥取球．设罐⼦⾥有 n 个不加

区分的球．从中任意选取⼀个球，这就是⼀个基本事件．“不加区分”在数学上就意味着所有基

本事件的概率是相同的，即都是 1/n．现在设罐⼦⾥有不同颜⾊的球：a 个⿊球，b 个⽩球，

a + b = n．此时事件“从罐⼦中取到⼀个⽩球”就是⽩球构成的⼦集 N ⊂ S．因为 n(N) = b，

所有取到⽩球的概率是 p(N) = b/n．

如果将⼀个骰⼦投掷两次，情况就要复杂些了．设第⼀次投掷时向上⼀⾯的数字是 a，第

⼆次的数字是 b，则此时的⼀个基本事件由两个数 (a, b) 给出，其中 1 ≤ a ≤ 6，1 ≤ b ≤ 6．

因此基本事件的总数为 36，它们可以由图 3.8 中的⽹格来表⽰．

图 3.8

横着写的数字表⽰第⼀次的结果，竖着写的数字表⽰第⼆次的结果．⽐如第⼀次向上⼀

⾯的数字是 5，第⼆次是 4，则这⼀事件对应于图中⽤星号标出的⽅格．第⼀次向上⼀⾯出现

5 的概率是 1/6．但这⼀事件现在不再是基本事件了：它包含了数字 5 上⽅的⽅格所对应的 6
个基本事件．这些数字 i (1 ≤ i ≤ 6) 即是第⼆次投掷时向上⼀⾯的数字．因为第⼀次投掷的

结果不会影响第⼆次投掷，并且骰⼦仍假定是对称的，因此所有这 6 个基本事件的概率是⼀
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样的．因为包含这 6 个基本事件的事件其概率为 1/6，所以这 6 个基本事件的概率都是 1/36．

根据同样的推理，我们可以知道所有基本事件的概率都是 1/36．

考虑事件 Nk：“向上⼀⾯两次出现的数字之和为 k”（或者说“总点数是 k”）．取遍所有数对

(a, b)，算出每个⽅格所对应的 a + b（见图 3.9）．

图 3.9

可以看到，数字 12 只出现在⼀个⽅格中，因此 n(N12) = 1．与此类似，n(N11) = 2，

n(N10) = 3，n(N9) = 4，n(N8) = 5，n(N7) = 6，n(N6) = 5，n(N5) = 4，n(N4) = 3，

n(N3) = 2，以及 n(N2) = 1．n(Nk) 中的最⼤值是 n(N7)．因为 p(Nk) = n(Nk)/36，所以

p(N7) 是所有 p(Nk) 中的最⼤值．换句话说，投掷两次骰⼦，最可能出现的总点数是 7．
如果投掷 n 次会有什么样的结果呢？此时基本事件由 n 个数 (a1, · · · , an) 给出，每个数

的取值可能为 1，2，…，6．根据同样的推理可知每个基本事件的概率都等于 1/6n．事件“总

点数为 k”包括了所有满⾜ a1 + · · ·+ an = k 的数组．因此我们需要确定哪个数 k 有最多的如

下表⽰

k = a1 + · · ·+ an, 1 ≤ ai ≤ 6. (3.30)

为此我们来考虑多项式 F(x) = (x + x2 + · · ·+ x6)n．去括号时，我们从每个括号中取⼀

项 xβi 进⾏相乘，最后得到 xβ1+···+βn．这样的项会有许多个，我们将同类项进⾏合并．于是

不同的表⽰ (3.30) 的数⽬与多项式 F(x) 中 xk 的系数相等．因此我们的问题就变成了探究多

项式中哪⼀项的系数最⼤．令 G(x) = (1 + x + · · ·+ x5)n，则有 F(x) = xnG(x)，因⽽ F(x)

中 xk 的系数等于 G(x) 中 xk−n 的系数．所以只要找出 G(x) 中哪⼀项系数最⼤即可．

上述问题的答案可以通过多项式 G(x) 的两个性质得到．

对于任意的多项式 f (x) = c0 + c1x + · · ·+ cnxn，如果其系数满⾜ ck = cn−k，那么称这

个多项式是互反多项式．如果将点 (i, ci) 在坐标系中画出来，则这个性质意味着这些点关于

中间的线 x = n/2 对称．n 为偶数的情形见图 3.10a，n 为奇数的情形见图 3.10b．
多项式 xn f (1/x) 与 f (x) 具有相同的系数，只不过顺序颠倒了⼀下．事实上，如果 f (x) =

a0 + a1x + · · ·+ anxn，则 f (1/x) = a0 + a1/x + · · ·+ an/xn，xn f (1/x) = a0xn + a1xn−1 +
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(a) (b)

图 3.10

· · · + an．如果 f (x) 是互反多项式，则 xn f (1/x) = f (x)．因此两个互反多项式的乘积仍

是互反多项式．事实上，如果 f (x) 和 g(x) 是两个互反多项式，次数分别是 n 和 m，则

xn f (1/x) = f (x)，xmg(1/x) = g(x)．两式相乘可得 xn f (1/x)xmg(1/x) = f (x)g(x)，即

xn+m f (1/x)g(1/x) = f (x)g(x)．这说明 f (x)g(x) 是互反多项式．通过归纳法可以证明，任

意有限多个互反多项式的乘积仍是互反多项式．因为 1 + x + · · ·+ x5 是互反多项式，所以

G(x) = (1 + x + · · ·+ x5)n 也是互反多项式．

对于多项式 f (x) = c0 + c1x + · · ·+ cnxn，如果存在不⼤于 n 的⾃然数 m 使得 c0 ≤ c1 ≤
· · · ≤ cm ≥ cm+1 ≥ · · · ≥ cn，那么就称 f (x) 是单峰多项式．条件中不等式的意思是，起初

诸系数 ci 不降，然后从某位置开始，系数又不升．如果还⽤点 (i, ci) 来表⽰，图象中会出现

“⼀座⼭峰”（见图 3.11）．

图 3.11

多项式 (1 + x)n 的系数满⾜ Cm
n = Cn−m

n ，所以它是互反多项式．同时它也是单峰多项

式，所依据的⼆项式系数的性质在第 6 节已经证明过了（见 (2.28) 式上⽅的内容）．

可以证明，如果多项式 f (x) 和 g(x) 的系数都是⾮负的，并且都是互反、单峰多项式，那

么 f (x)g(x) 是单峰多项式．证明很初等，但⽐较长．根据这个结论，G(x) 是单峰多项式．然⽽

你也可以对特定的多项式 G(x) 直接证明这个结论（见习题 3）．对于互反、单峰多项式，很容

易确定哪⼀项的系数最⼤．如果 ckxk 的系数最⼤，那么根据互反多项式的定义有 ck = cn−k．

因此有了对称项 cn−mxn−m．不妨设 k ≤ n/2 且 n − k ≥ n/2．根据单峰多项式的定义，对于

所有满⾜ k ≤ i ≤ n − k 的 i，cixi 项的系数都不能更⼩，否则图象中会出现“两座⼭峰”．因

此，如果 n 是偶数，那么中间系数 cn/2 最⼤；如果 n 是奇数，那么两个中间系数 c(n−1)/2 和

c(n+1)/2 最⼤（当然，可能会有其他系数与它们相等）．特别地，对于多项式 G(x)，如果 n 是

偶数，x5n/2 项具有最⼤系数；如果 n 是奇数，那么 x(5n−1)/2 和 x(5n+1)/2 这两项共有最⼤
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系数．

对于多项式 F(x)，由于每⼀项还需再乘以 xn，因此当 n 是偶数时，具有最⼤系数的那⼀

项的次数就变成了 5n/2 + n = 7n/2；当 n 是奇数时，两项的次数变成了 (5n − 1)/2 + n =

(7n − 1)/2 和 (5n + 1)/2 + n = (7n + 1)/2．因此投掷 n 次骰⼦时，若 n 是偶数，那么总点

数 7n/2 最可能出现；若 n 是奇数，那么总点数 (7n − 1)/2 和 (7n + 1)/2 出现的可能性相

同，且概率最⼤．

再考虑⼀个类似的问题．假设有 n 台仪器来捕捉 m 个物理粒⼦，每个粒⼦都会被某仪器

捕捉，且每个粒⼦被每台仪器捕捉的可能性是相同的．请问每台仪器都能捕捉⾄少⼀个粒⼦

的可能性有多⼤？此时⼀个基本事件是⼀个记录，其中说明了某粒⼦被某台仪器捕捉到了．记

S 为所有仪器的集合，其中的元素⽤ a 表⽰．因此 n(S) = n．将各粒⼦分别标记为 1, 2, · · · , m，

于是⼀个基本事件就是⼀个数组 (a1, · · · , am) (ai ∈ S)，这个数组表⽰第 i 号粒⼦被仪器 ai 捕

捉到了．⽤第 7 节中的符号，所有基本事件的集合就是 Sm．问题中的那个“可能性相同”条件

意味着所有这些基本事件都有相同的概率．由定理 20可知 n(Sm) = nm，因此每个基本事件

的概率都等于 1/nm．我们感兴趣的是⼦集 N ⊂ Sm，它由那些 S 中所有元素都⾄少出现⼀次

的数组 (a1, · · · , am) 组成．⽐如 S = {a, b, c}，m = 4，则 (a, b, c, a) ∈ N，⽽ (a, b, a, b) 则不

属于 N，因为其中 c 未出现．我们的⽬标是计算出 n(N)．

将 Sm 中每个 ai 都等于 a 的数组 (a1, · · · , am) 所构成的集合记为 Na．显然有 N = ∪Na，

其中 a 取遍 S 中所有元素．因此 n(N) = n(∪Na)，⽽ n(∪Na) 可由 (3.21) 式计算．现在只要

计算出 n(Na1 ∩ Na2 ∩ · · · ∩ Nar) 即可，其中 ai ∈ S．也就是说，我们的对象是 (c1, · · · , cm)，

每个 ci 都与 a1, · · · , ar 中任⼀元素不相等，即每个 ci 都属于集合 {a1, · · · , ar}．这些数组构

成了集合 ({a1, · · · , ar})m，根据定理 20 其元素总数为 (n({a1, · · · , ar}))m．因为

n({a1, · · · , ar}) = r, n(S) = n,

所以

n({a1, · · · , ar}) = n − r,

以及

n(Na1 ∩ Na2 ∩ · · · ∩ Nar) = (n − r)m.

由此可知，对于我们这个问题，(3.21) 中的每⼀项 n(Si1 ∩ Si2 ∩ · · · ∩ Sir) 都等于 (n− r)m．

对于固定的 r，这些项的总数为 Cr
n．因此由 (3.21) 式可得

n(N) = nm − C1
n(n − 1)m + · · ·+ (−1)n−1Cn−1

n · 1m.

所求的概率为
n(N)

nm = 1 − C1
n

(n − 1
n

)m
+ · · ·+ (−1)n−1Cn−1

n

( 1
n

)m
. (3.31)

在前⾯讨论过的每个例⼦中，所有基本事件都是等概率的．如果有 n 个基本事件，那么

每个基本事件的概率就是 1/n．因此在计算其他事件的概率时，我们转为考虑相应⼦集中基

本事件的数⽬，即考虑⼀个组合问题．现在我们来分析⼀些更典型的概率论问题．
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设 (M; p) 和 (N; q) 是两个概率概型，我们假定它们各是由⼀系列重复试验决定的．记决

定 (M; p) 的试验为试验 A，决定 (N; q) 的为试验 B．现在考虑⼀个新试验，它由试验 A 和试

验 B 组成，先执⾏试验 A，再执⾏试验 B．我们想根据这个新试验来确定出⼀个新的概率概型．

前⾯重复掷骰⼦其实就是这种情况（见图 3.8）．设 n(M) = m，M = {a1, · · · , am}，p(ai) = pi；

n(N) = n，N = {b1, · · · , bn}，q(bi) = qi．新试验给出了新的基本事件：如果试验 A 给出了

事件 a ∈ M，试验 B 给出了事件 b ∈ N，则新的基本事件就是元素对 (a, b) ∈ X = M × N．

我们怎么为这些事件赋予概率呢？如果额外补充⼀个假设，那么合理的做法便只有⼀种．我

们假定试验 A 与试验 B 是独立的，意思是说试验 B 的结果不受试验 A 的影响．加上这个条

件之后，我们来定义基本事件 (a, b) 的概率 p((a, b))．推理过程与掷两个骰⼦的情形很接近．

与之前⼀样，我们将集合中的元素以表格的形式给出（见图 3.12）．

图 3.12

第⼀次试验给出事件 ai 的事件发⽣的概率为 pi．不过它不是基本事件，⽽是包含了 n 个

基本事件 (ai, b1), · · · , (ai, bn)，即图 3.12 中的第 i 列．根据独⽴性假设，这些事件发⽣的概

率与概率概型 (N; q) 中的事件 b1, · · · , bn 发⽣的概率应该是⼀样的．但这⾥会出现⼀个⽭盾：

所有事件 (ai, b1), · · · , (ai, bn) 的概率之和为 pi，⽽事件 b1, · · · , bn 的概率之和为 1．换句话

说，如果第 i 列的事件组成⼀个概率概型的话，那么它应该与概型 (N; q) 是⼀样的．但概率概

型定义中的条件 (3.29) 此时在这个概型中却得不到满⾜．为此我们需要做⼀些“修正”：将所有

那些基本事件的概率都除以整个事件的概率 pi．由此我们得到了⼀个新的概率概型，其中各

事件的概率为 p((ai, bj))/pi．由于这个概率概型当与 (N; q) 相同，所以有 p((ai, bj))/pi = qj，

即 p((ai, bj)) = piqj．因此我们可以规定

p((ai, bj)) = piqj. (3.32)

这样我们就得到了⼀个新的概率概型：图 3.12 中第 i 列上所有基本事件的概率之和为

piq1 + · · ·+ piqn = pi(q1 + · · ·+ qn) = pi,
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所有基本事件概率之和为

p1 + · · ·+ pm = 1.

这样 (3.29) 式的条件就得到了满⾜．

这个新的概率概型 (X; p) 称为概率概型 (M; p) 与 (N; q) 的乘积．它的意思是这样的：如

果有两个概率概型 (M; p) 和 (N; q)，则 X = M × N，p((a, b)) = p(a)q(b)．相继执⾏两个

试验，并且它们相互独立，概率概型的乘积与我们对此过程的直观感觉是相符合的．

上述推理解释了为何如此定义概率．如果要给出形式定义的话，只写出 (3.32) 式就可以

了．

通过归纳我们可以定义多个概率概型 (M1; p1), · · · , (Mr; pr) 的乘积：

M1 × · · · × Mr = (M1 × · · · × Mr−1)× Mr, (3.33)

其中 M1 × · · · × Mr−1 根据归纳假设是已经有定义了的，⽽两个概型 (M1 × · · · × Mr−1) 和

Mr 的乘积我们刚刚给出了定义．我们来为这个概率概型给出⼀个显式的表⽰．集合 M1 ×
· · · × Mr 在第 7 节已经定义好了，它的元素形如 (a1, · · · , ar)，其中 ai ∈ Mi．基本事件

(a1, · · · , ar) 的概率等于

p((a1, · · · , ar)) = p1(a1)p2(a2) · · · pr(ar). (3.34)

可以通过对 r 进⾏归纳来验证这个等式．依据 (3.33) 和 (3.32)，有

p((a1, · · · , ar)) = p(((a1, · · · , ar−1), ar)) = p((a1, · · · , ar−1))pr(ar),

再结合归纳假设

p((a1, · · · , ar−1)) = p1(a1)p2(a2) · · · pr−1(ar−1)

即可得到 (3.34) 式．这个公式可以这么表述：将 (a1, · · · , ar) 中的每个元素都换成相应的概

率，然后将这些数乘起来，就得到了这个元素组的概率．

我们来将这⼀构造应⽤于⼀个特殊的概率概型 In，其中 I = {a, b} 是⼀个概率概型，它

包含两个基本事件，其各⾃的概率为 p(a) = p，p(b) = q．根据概率概型的要求，p ≥ 0，

q ≥ 0，且 p + q = 1．在第 7 节我们已经讨论过集合 In 了，它包含所有长度为 n、形如

aabbbab 的“词”．这些就是这⾥的基本事件．它们的概率定义如下：如果字母 a 在“词”中出现

了 k 次，字母 b 出现了 n − k 次，那么这个“词”的概率就是 pkqn−k．这样的概率概型称为伯努

利概型．正如看到的那样，这反映了在 n 次重复试验中事件 a 或 b 发⽣的概率，每次 a 发⽣

的概率为 p，b 发⽣的概率为 q．这⾥也假设了每次试验的结果都不影响随后各试验的结果．

⽐如 n = 3 时，我们有 8 个基本事件：(a, a, a)，(a, a, b)，(a, b, a)，(b, a, a)，(a, b, b)，

(b, a, b)，(b, b, a) 和 (b, b, b)，各⾃的概率分别为 p3，p2q，p2q，p2q，pq2，pq2，pq2 和 q3．

提醒⼀下，这⾥字母 p 不代表事件，⽽是⼀个特定的数，其满⾜ 0 < p < 1．含有 k 个 a 和
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n − k 个 b 的基本事件的概率等于 pkqn−k．这些规定太基本了，很难改变，我们必须时刻关

注 p 所代表的意义．

我们记 Ak 代表在 n 次重复试验中，事件 a 出现 k 次的事件．这个事件包括了很多基本

事件，在每个基本事件中 a 恰好出现 k 次．易知剩余的 n − k 次出现的是事件 b．因为每个

这样的基本事件的概率都是 pkqn−k，只要知道 Ak 中包含多少个这样的基本事件即可．这个

数⽬正好等于从 n 个指标 1, · · · , n 中取 k 个指标的⽅法总数，即 n 元集中 k 元⼦集的个数．

根据定理 22，这个数等于⼆项式系数 Ck
n．因此事件 Ak 的概率就等于

p(Ak) = Ck
n pkqn−k =

n!
k!(n − k)!

pkqn−k. (3.35)

由此我们来求出事件 a 最可能出现的次数，也就是找出哪个 k 可以使得 (3.35) 式中的数

取到最⼤值．我们将这些数按顺序写出来：

1qn, npqn−1,
n(n − 1)

2
p2qn−2, · · · , 1pn.

考虑相邻两个数的⽐值

p(Ak+1)

p(Ak)
=

n!
(k+1)!(n−k−1)! pk+1qn−k−1

n!
k!(n−k)! pkqn−k

=
(n − k)p
(k + 1)q

.

（其中省略的化简过程你应该很容易补充出来．）

如果这个数⼤于 1，那么第 k + 1 个数就⼤于第 k 个数；如果等于 1，那么这两个数

相等；如果⼩于 1，那么第 k + 1 个数就⼩于第 k 个数．如果 (n − k)p/((k + 1)q) > 1，

即 (n − k)p > (k + 1)q，那么这个数就⼤于 1．因为 p + q = 1，所以相应的不等式变为

np > k + 1 − p 或 (n + 1)p − 1 > k．如果 k > (n + 1)p − 1，那么⽐值 p(Ak+1)/p(Ak) 就⼩

于 1．如果 k = (n + 1)p − 1，那么 p(Ak+1) = p(Ak)．因此只要 k 的取值⼩于 (n + 1)p − 1，

则第 k + 1 个数总是⼤于第 k 个数．这⾥会出现两种情况：

第⼀种情况：数字 (n + 1)p − 1 不是整数．如果 m 是不⼤于 (n + 1)p 的最⼤整数，则

p(Am) 取到最⼤值．进⼀步，因为 m ̸= (n + 1)p − 1，则对于更⼤的 k，每个数 p(Ak) 都会

⼩于前⼀个数．这说明 a 最可能出现的次数只有⼀个，就是不超过 (n + 1)p 的最⼤整数 m．

第⼆种情况：数字 (n + 1)p − 1 是整数．此时有当 k < m = (n + 1)p − 1 时，p(Ak) 递

增；p(Am+1) = p(Am)；当 k > m + 1 时，p(Ak) 递减．

因此数字 p(Ak) 开始逐渐递增，直到取得最⼤值，最⼤值可能出现⼀次也可能出现两次，

然后又逐渐递减．换句话说，相应的图象中会出现“⼀座⼭峰”（如图 3.11）．这意味着多项式

qn + npqn−1t +
n(n − 1)

2
p2qn−2t2 + · · ·+ pntn

是单峰多项式．借助⼆项式公式可以将其写作 (q + pt)n．怎么从这个简单的表达式看出它的

单峰性呢？我不知道．
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对于 p = q = 1/2 这种最简单的情形，如果 (n + 1)/2 − 1 不是整数，即 n 是偶数，则

(n+ 1)/2− 1 = n/2− 1/2，m = n/2．因此事件 a 最可能出现的次数只有⼀个，即 m = n/2．

这意味着最可能出现的情况是 a 出现 n/2 次，b 也出现 n/2 次．这没有什么可惊讶的，毕竟

从对称性考虑就该是这么个结果．如果 n 是奇数，则 m = (n + 1)/2− 1 = (n − 1)/2 是偶数，

因此是 a 最可能出现的次数有两个：(n − 1)/2（因此 b 出现了 (n + 1)/2 次）和 (n + 1)/2

（b 出现了 (n − 1)/2 次）．这个结果也是很⾃然的．对于其它的 p 值，最终的结果就很难预测

了．下⾯的问题取⾃⼀本概率论教材．

通过对某地多年的观测，发现 7 ⽉ 4 ⽇下⾬的概率为 4/17．试算出之后 50 年中 7 ⽉ 4
⽇下⾬最可能发⽣的次数．

这⾥ n = 50，p = 4/17，所以 m = (n + 1)p − 1．由此可知 7 ⽉ 4 ⽇下⾬最可能发⽣的

次数是 11 和 12（这两者可能性相同）．

概率值 Ck
n pk(1 − p)n−k(k = 0, 1, · · · , n) 具有很多不可思议的的性质．图 3.13 取⾃⼀本

概率论教材，它们分别展⽰的是 p = 1/3，n = 4, 9, 16, 36, 100 的情形．

图 3.13

可以看到，当 n 变⼤时，整个分布并不随意，⽽是逐渐接近某条光滑曲线．为了看出这
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⼀点，我们需要调整图象：将最⼤数值 m 移到 y 轴上，缩短 x 轴上相邻刻度之间的距离（从

图 3.13 中可以看出这⼀点），最后按适当⽐例减⼩所有数值，以便最⼤数值 m 都处于差不多

的⾼度．完成这⼀切之后，就可以看出当 n 不断增⼤时，图中的点逐渐接近⼀条特定的曲线

——函数

y =
1√
2π

cx2

的图象，其中 π 是圆周率，⽽ c 等于 1/
√

e（e 是⾃然对数的底）．

这⼀命题被称为拉普拉斯定理，它刻画了⼆项式系数的更精细的性质．要严格证明的话，

就需要说明“越来越接近”到底是什么意思，这就涉及到了极限的概念，对此我们不打算进⼀

步展开．

习题：

1. 对于任⼀概率概型 (M; p)，给定 k 个事件：M1 ⊂ M，…，Mk ⊂ M．试通过事件

Mi1 ∩ · · · ∩ Mir 的概率 p(Mi1 ∩ · · · ∩ Mir) 来计算出事件 M1 ∪ · · · ∪ Mk 的概率 p(M1 ∪
· · · ∪ Mk)．

2. 证明：如果多项式 f (x) 是互反、单峰多项式，则多项式 f (x)(1 + x) 也具有这两个性

质．

3. 证明：如果多项式 f (x) 是互反、单峰多项式，则多项式 f (x)(1+ x + x2 + x3 + x4 + x5)

也具有这两个性质．试由此证明多项式 (1 + x + x2 + x3 + x4 + x5)n 是单峰多项式．

4. 对于 m 个粒⼦和 n 台仪器的问题，确保⾃⼰能明⽩当 n = m 时，结果是 n!/nn．将

(3.31) 式应⽤在这⾥，可以得到哪些关于⼆项式系数的关系式？

5. 罐⼦⾥有 n 个形状相同的球，其中 m 个是红球，n − m 个是⿊球．从中随机取 r 个球．

请问取出 k 个红球和 r − k 个⿊球的概率是多少？（提⽰：“随机”的意思是从 n 球中任取

r 球的所有不同结果都具有相同的概率．）

6. 证明：如果伯努利概型中的概率 p 是⽆理数，那么事件 a 最可能出现的次数是唯⼀的．

7. 在伯努利概型中，事件 a 最可能出现的次数与 n 的⽐值被称为最可能的⽐例．当 n 不

断增⼤时，最可能的⽐例会越来越接近事件 a 发⽣的概率 p．

补充：切比雪夫不等式

在第 10 节最后我们讨论了⼀个关于伯努利概型的问题．如果有个试验只可能有两种结

果，将这个试验重复多次，就会得到伯努利概型．⽐如⼀枚硬币，两⾯不对称，那么抛掷之

后是正⾯向上还是反⾯向上呢？为此我们需要将其抛掷若⼲次，⽐⽅说抛了 1000 次．如果有



333

10 概率的语⾔ 83

k 次是正⾯向上，那么正⾯向上的概率就可以认为是 p = k/1000．在此基础上，我们就可以

运⽤伯努利概型 (In; p) 去计算其他事件的概率了，⽐如运⽤ (3.35) 式计算 Ak 发⽣的概率．

但这⼀抽象模型就让⼈满意了吗？对于我们最开始⾯对的境况，将⼀系列独⽴试验操作多次，

我们的抽象处理能⾜够准确的将现实情况反映出来吗？

在我们的抽象模型（也就是伯努利概型）中，我们不能问事件 a 在 In 中到底会出现多少

次，我们只能⽤概率的语⾔来处理，因此只有问某事件发⽣的概率才是有意义的．概率这⼀

概念与实际相联系时通常默认了⼀个观念：极⼩概率事件在现实中不会发⽣．也就是说，如

果某个特定事件的概率⾜够⼩，那么在实际操作时我们就默认这事不可能发⽣．显然，在每

个具体情形中，“充分⼩”这个说法应该有个准确的表述．基于此，我们固定⼀个数 ϵ > 0，事

件 Aϵ 表⽰伯努利概型 (In; p) 中事件 a 发⽣了 k 次，其中 k 满⾜ |k/n − p| > ϵ．换句话说，

事件 Aϵ 发⽣意味着事件 a 发⽣的的“频率”k/n 与假定的概率 p 之间的误差超过了 ϵ．很⾃

然地我们希望对任意固定的 ϵ，随着 n 不断增⼤，事件 Aϵ 的概率 p(Aϵ) 会⾜够的⼩．这意

味着对于⾜够⼤的 n，频率 k/n 与概率 p 之间的偏差可以忽略不计．

18 世纪初雅各布·伯努利就遇到了这个问题，并且意识到计算概率 p(Aϵ) 是⼀个与⼆项

式系数的性质有关的纯数学问题．他证明了随着 n 的增⼤，p(Aϵ) 确实会变得⾜够的⼩．这

个命题被称为⼤数定律．到了 19 世纪，切⽐雪夫不仅证明了伯努利的这个简单的定性论断，

还找到了⼀个 p(Aϵ) 满⾜的简单的显式不等式．我们将他的定理在这⾥陈述出来．（这是本

书中我们第⼀次碰到俄罗斯数学家的⼯作．切⽐雪夫（1821-1894）是圣彼得堡数学学派的奠

基⼈．）

我们将表达式写成代数公式的形式．在第 10 节，我们研究过伯努利概型 (In; p)（事件 a

发⽣的概率为 p）以及事件 Ak（在⼀系列重复试验中事件 a 发⽣了 k 次），并且计算出

p(Ak) = Ck
n pkqn−k. (3.36)

对于给定的 ϵ，我们感兴趣的是那些下标 k 满⾜ |k/n − p| > ϵ 的 Ak 所构成的事件 Aϵ，我

们想算出它的概率 p(Aϵ)．回忆⼀下，⼀个事件就是集合 In 的⼀个⼦集．显然当 k 不同时各

⼦集 Ak 之间是不相交的，Aϵ 就是下标 k 满⾜ |k/n − p| > ϵ 的那些⼦集 Ak 的并集．因此

所求概率 p(Aϵ) 就是所有那些 Ak 的概率 p(Ak) 之和．因为 p(Ak) 已经由 (3.36) 式给出了，

所以我们已经得到了 p(Aϵ) 的⼀个略复杂的显式表⽰．将条件 |k/n − p| > ϵ 写成

|k − np| > ϵn (3.37)

会更⽅便⼀点．对于所有满⾜

1 ≤ k ≤ n (3.38)

以及 (3.37) 式的 k，将它们对应的所有 Ck
n pkqn−k 的和式记为 Sϵ．容易看出事件 Aϵ 的概率

p(Aϵ) 等于 Sϵ．

现在我们来陈述切⽐雪夫定理．
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定理 23 (切比雪夫定理) 在伯努利概型 (In; p) 中，记事件 Ak 为事件 a 发⽣了 k 次．对于任

意给定的 ϵ > 0，满⾜ |k/n − p| > ϵ 的所有事件 Ak 组成的事件记为 Aϵ，则事件 Aϵ 的概率

p(Aϵ) 满⾜下列不等式

p(Aϵ) ≤
pq

ϵ2n
. (3.39)

不等式 (3.39) 有时候也写成

p
(∣∣∣ k

n
− p

∣∣∣ > ϵ
)
≤ pq

ϵ2n
.

这⾥注意⼀点，左侧的 p 表⽰事件概率的符号，右侧的 p 是按伯努利概型的定义给出的⼀个

数．

显然对于给定的 p（因此 q = 1 − p 也给定）与 ϵ，(3.39) 式的右侧随着 n 的增⼤⽽逐渐

减⼩，这正是我们想证明的．这个定性结果就是我们前⾯提过的伯努利⼤数定律．

切⽐雪夫定理的证明基于若⼲和式的显式计算，我们以引理的形式将其列出．

引理 7 由 (3.36) 式给出的概率 p(Ak) 满⾜下列等式

p(A0) + p(A1) + p(A2) + · · ·+ p(An) = 1, (3.40)

p(A1) + 2p(A2) + 3p(A3) + · · ·+ np(An) = np, (3.41)

p(A1) + 22p(A2) + 32p(A3) + · · ·+ n2p(An) = n2p2 + npq. (3.42)

对任意的 r ≥ 0，记 σr 为所有 kr p(Ak) (k = 0, 1, · · · , n) 之和，记 fr(t) 为所有 krCk
ntk

(k = 0, 1, · · · , n) 之和所得到的多项式．根据 (3.36) 式有 p(Ak) = Ck
n pkqn−k，记 α = p/q，则

在和式 σr 中提出 qn 可得

σr = qn fr(p/q) = qn fr(α). (3.43)

根据⼆项式公式有

f0(t) = (t + 1)n. (3.44)

（这⾥提⼀点，多项式 f0(t) 的常数项为 1；当 r > 0 时， fr(t) 的常数项为 0rC0
n = 0．）利⽤

导数的性质，可以容易的相继算出多项式 fr(t)．我们这⾥对 r = 0, 1, 2 应⽤这个⽅法．

考虑多项式 fr(t) 的导数 f ′r(t)．因为

f0(t) = 1 + C1
nt + C2

nt2 + · · ·+ tn,

fr(t) = 1rC1
nt + 2rC2

nt2 + · · ·+ nrCn
ntn, (r > 0)

根据 (2.16) 式有

f ′r(t) = 1r+1C1
n + 2r+1C2

nt + · · ·+ nr+1Cn
ntn−1.

右侧乘以 t，可得到多项式 fr+1(t)．因此有

fr+1(t) = f ′r(t)t. (3.45)
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这个关系式允许我们计算多项式序列 fr(t)，其中 r = 1, 2, · · ·（ f0(t) 已经由 (3.44) 式给出

了）．对 (3.44) 式应⽤求导法则 (2.20)，因为 (t + 1)′ = 1，故有

f ′0(t) = n(t + 1)n−1. (3.46)

结合 (3.45) 式可得

f1(t) = n(t + 1)n−1t. (3.47)

将 f1(t) 看作 (t + 1)n−1 与 nt 的乘积，则根据 (2.18) 可得

f ′1(t) =
(
(t + 1)n−1)′nt + (t + 1)n−1(nt)′. (3.48)

因为
(
(t + 1)n−1)′ = (n − 1)(t + 1)n−2，(nt)′ = n，再结合 f2(t) = f ′1(t)t，可得

f2(t) = n(n − 1)(t + 1)n−2t2 + n(t + 1)n−1t. (3.49)

为得到 σ0，σ1 和 σ2 的值，我们依照 (3.43) 式作替换 t = α = p/q．因为 p + q = 1，所以

α + 1 = p/q + 1 = (p + q)/q = 1/q．于是有

σ0 = qn(α + 1)n = qn(1/q)n = 1,

σ1 = qn f1(α) = qnn(α + 1)n−1α = qnn(1/q)n−1 · p/q = np,

σ2 = qn f2(α) = qn(n(n − 1)(α + 1)n−2α2 + n(α + 1)n−1α
)
= n(n − 1)p2 + np.

利⽤ 1 − p = q，可以将最后⼀个等式换个形式：

σ2 = n2p2 − np2 + np = n2p2 + np(1 − p) = n2p2 + npq.

⾄此我们就证明了引理中的三个等式．■
现在来证明切⽐雪夫定理．切⽐雪夫证明中的技巧在于将 (3.37) 式变形为∣∣∣k − np

ϵn

∣∣∣ > 1,

即 (k − np
ϵn

)2
> 1,

然后将和式 Sϵ 中的每⼀项 p(Ak) 都乘以
(
(k − np)/(ϵn)

)2
，由此得到的结果将⼤于原来的

和式．此后他计算了完全和式 Sϵ，即对从 0 到 n 的所有的 k，求所有
(
(k − np)/(ϵn)

)2p(Ak)

之和．这就突破了 (3.37) 式的限制．因为新加的项都是正的，所以 Sϵ ≤ Sϵ．紧接着，⼀个基

于引理的初等变换使得 Sϵ 可以被准确计算出来，由此就得到了关于 Sϵ 的不等式．

现在我们只需对 k = 0, 1, · · · , n 计算出所有
(
(k − np)/(ϵn)

)2p(Ak) 之和 Sϵ 即可．公因

式 (ϵn)2 可以提出来，(k − np)2 可以展开为 k2 − 2npk + n2p2．这样 Sϵ 中的每⼀项（公因式

(ϵn)2 已经单独提出来了）就裂成了三项．所有第⼀项之和即是 σ2（见 (3.42) 式）；提出公因
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式 −2np 之后，所有第⼆项之和恰好是 σ1（见 (3.41) 式）；提出 n2p2 之后，所有第三项之和

为 σ0（见 (3.40) 式）．将得到的结果综合起来，就得到了 Sϵ：

Sϵ =
1

ϵ2n2

(
σ2 − 2npσ1 + n2p2σ0

)
.

利⽤引理对 σ0，σ1 和 σ2 做替换，可得

Sϵ =
1

ϵ2n2

(
n2p2 + npq − 2n2p2 + n2p2) = pq

ϵ2n
. (3.50)

因为 Sϵ ≤ Sϵ，所以 Sϵ ≤ (pq)/(ϵ2n)．这就证明了切⽐雪夫定理．■
现在重点关注⼀下证明中的核⼼技巧．和式 Sϵ 中的项形式都很简单，但困难在于和式中

的那些项都受限于⼀个有点奇怪的规则（也就是下标需满⾜ (3.37)式）．随之⽽来的第⼀个念头

就是忽略这个限制，直接求出所有项的和．这个和式⽐较容易计算：根据引理，和为 1．这个范围

太⼤了，根据它得不到想要的不等式．切⽐雪夫的想法是额外引进⼀个因式
(
(k− np)/(ϵn)

)2
，

在此基础上再求所有项的和．这个过程中，那些参与 Sϵ 求和的项被放⼤了，但与此同时，那

些不参与 Sϵ 求和的项被缩⼩的太厉害了（对于这些项，我们有
(
(k − np)/(ϵn)

)2
< 1），以

⾄于最后的结果 Sϵ 仍然⾜够的⼩．

这种情况在数学中经常出现．即通常从某个等式出发，可以通过很平凡的估计得到⼀个

重要、有趣的不等式．我们这⾥的那个平凡的估计就是 Sϵ ≤ Sϵ，那个等式就是 (3.50)，它以

显⽰形式给出了 Sϵ．绝⼤多数在数学中有重要地位的不等式都是通过这种⽅式得到的．但有

些时候它们是有其他⽅法得到的，此时或许暗⽰着某个隐藏其后的等量关系有待发掘．

再回到切⽐雪夫定理上去．正如我们解释过的，我们所研究的那些事件（在伯努利概型

In 中，事件 a 发⽣了 k 次），要么满⾜ k > np + nϵ，要么满⾜ k < np − nϵ．换句话说，我

们没考虑的那些事件（事件 a 发⽣了 k 次，但此时 k）满⾜ np − nϵ ≤ k ≤ np + nϵ．定理告

诉我们，第⼀类事件（在 n 很⼤时）发⽣的概率很⼩，不超过 pq/(ϵ2n)，这意味着第⼆类事

件发⽣的概率很⼤，不⼩于 1 − pq/(ϵ2n)．举个例⼦，假如我们在固定条件下将某试验重复

若⼲次．假设每次试验的结果都是 a 和 b 其中之⼀，其中 a 发⽣的概率为 p．假设试验重复

了 n 次，那我们此时就可以⽤伯努利概型 (In; p) 来描述整个试验．试验可能是测试⼀⼤类对

象是否具有某种特定的性质，已知占⽐为 p 的对象具有这种性质．集合 In 描述了 n 次试验

所有可能的结果．依据切⽐雪夫定理，事件 a 发⽣的次数介于 np − nϵ 和 np + nϵ 之间的概

率不⼩于 1 − p(1 − p)/(ϵ2n)．这⾥的 ϵ 可以是任意的数．⽐如 p = 3/4 时，选 ϵ = 1/100，

那么事件 a 发⽣的次数 k 介于 3n/4 − n/100 和 3n/4 + n/100 之间的概率不⼩于

1 −
3
4 ×

1
4

( 1
100)

2n
.

因为 3/42 < 2/10，所以这⼀概率不⼩于

1 −
2
10

( 1
100)

2n
= 1 − 2000

n
.
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若设定 n = 200000，则这个概率不⼩于 0.99．这说明，在 200000 次重复试验中，事件 a 发⽣的

次数 k 将以如此⼤的概率落在 148000 和 152000 之间（易求 3n/4 = 150000，b/100 = 2000，

np − nϵ = 148000，np + nϵ = 152000）．

反过来，我们可以⽤切⽐雪夫定理来估计为了得到⾜够准确的概率 p，我们需要做多少

次试验．假定我们要求概率精确到 1/10，并且它等于所得到的数的概率不⼩于 0.99．依据切

⽐雪夫定理，我们必须令 ϵ = 1/10，且要求下列不等式成⽴

pq
( 1

10)
2n

< 0.01.

因为 q = 1 − p，且对于满⾜ 0 ≤ p ≤ 1 的任意的 p，我们都有 pq = p(1 − p) ≤ 1/4．这⼀

不等式的依据是，p 和 q 的⼏何平均值不超过它们的算术平均值 1/2．由此只要 n 满⾜下式

即可
1
4

( 1
10)

2n
< 0.01.

解得 n > 2500．

习题：

1. 假定⼀⼤类对象中只有⼤约 5% 的对象具有某种特定的性质．证明：在 200000 个对象

中，具有给定性质的对象的数⽬落在 9000 和 11000 之间的概率不⼩于 0.99．

2. 情境类似于习题 1，不过具有某种特定性质的对象所占的⽐例并不知道．现在检查了 100
个对象，我们能将这个⽐例精确到 0.1 的概率有多⼤？

3. 设⾃然数 r ⼩于等于 n，p(Ak) 由 (3.36) 式给出．对于 k = 0, 1, · · · , n，试求出所有

k(k − 1) · · · (k − r + 1)p(Ak) 的和．

4. 求出和式 σr 在 r = 1, 2, 3, 4 时的值．⽤两种⽅法求值，并验证它们是相等的：(1) 重复

引理的证明过程；(2) ⽤习题 3 中的式⼦来表⽰ σr．

5. 试通过将切⽐雪夫定理证明中引进的因式
(
(k − np)/(ϵn)

)2
换成

(
(k − np)/(ϵn)

)4
，以

此将切⽐雪夫定理加以改进．这⼀改进将原不等式右侧分母上的 n 换成了 n2．
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4 素数

主题：数

11 素数的个数是无限的

在第⼀章中我们知道，每个⾃然数都有唯⼀的素分解．从乘法运算的⾓度来看，素数就

是最简单的对象，由它们出发我们可以得到所有⾃然数．这和由数字 1 通过加法得到所有⾃

然数类似．从这个⾓度来看，我们希望得到所有素数就很合理了．前 10 个⾃然数中有 4 个素

数：2，3，5，7．我们还可以找到更多的素数：对于后⾯的每个⾃然数，我们⽤所有已知的素

数去除，以判断它是否为素数．前 100 个⾃然数中有 25 个素数：

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,

43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

这个素数序列后⾯还有多少数呢？

这个问题⽼早之前就已经出现了，我们可以在欧⼏⾥得的《⼏何原本》中找到答案．我

们将这个答案总结为下述定理：

定理 24 素数的个数是⽆限的．

这个定理我们多给⼏个证明．第⼀个证明取⾃《⼏何原本》．假定我们已经找到了 n 个素

数：p1, p2, · · · , pn．考虑⾃然数 N = p1p2 · · · pn + 1．第 2 节中已知每个数都⾄少有⼀个素

因数，因此 N 有⼀个素因数．但这个素因数不能是 p1, p2, · · · , pn 中的任何⼀个．假如这个

素因数是 pi，那么 N − p1p2 · · · pn 必定能被 pi 整除．但 N − p1p2 · · · pn = 1，因此出现了

⽭盾．由此可知 N 有与诸 pi 都不等的素因数．这意味着对于任意给定的 n 个素数，总还有

其它素数．定理由此得证．■
第⼆个证明．第 9 节（见 (3.25) 式）已经证明，不超过 N 且与 N 互素的⾃然数的个数为

N
(

1 − 1
p1

)(
1 − 1

p2

)
· · ·
(

1 − 1
pn

)
, (4.1)

这⾥ p1, p2, · · · , pn 是 N 的所有素因数．

89
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假定我们已经找到了 n 个素数：p1, p2, · · · , pn．令 N = p1p2 · · · pn，将其代⼊ (4.1) 式．

由 pi(1 − 1/pi) 可得 pi − 1，因此 (4.1) 式变成了

(p1 − 1)(p2 − 1) · · · (pn − 1).

因为存在素数⼤于 2（⽐如 3），所以上式是⼀个⼤于 1 的数．即存在⼀个⼤于 1、⼩于 N 的

数 a，它与 N 互素．因此 a ⾄少有⼀个素因数不与诸 pi 相等．我们由此得到了⼀个新素数，

这就证明了定理．■
素数的⽆穷序列在整个⾃然数中分布的⾮常稀疏．⽐如相邻两个素数间的“间隙”可以任

意⼤．也就是说，我们可以找到任意多个连续⾃然数，其中⼀个素数都没有．下列 n 个数

(n + 1)! + 2, (n + 1)! + 3, · · · , (n + 1)! + n + 1

都不是素数：第⼀个数能被 2 整除，第⼆个数能被 3 整除，最后⼀个数能被 n + 1 整除．曾经

⼈们试着找到⼀个表⽰素数的公式．欧拉找到了⼀个不可思议的多项式 x2 + x + 41，它在 x

的取值为从 0 到 39 的⾃然数时都能得到素数．显然当 x = 40 时，多项式的值为⾮素数 412．

容易证明，不存在⼀个整系数多项式 f (x)，它在 x = 0, 1, 2, · · · 处的取值都是素数（更别提

多项式的值能恰好取到所有素数了）．我们以⼆次多项式 ax2 + bx + c（系数 a, b, c 都是整

数）为例简单说明⼀下．

假设当 x = 0 时多项式的值 c 是素数．那么对任⼀正整数 k，我们取 x = kc．此时多项

式的值 ak2c2 + bkc + c 显然能被 c 整除．因此它要么不是素数，要么就是 c．你可以验证，对

于给定的 a 和 b，⾄多有⼀个正整数 k 可以使得 ak2c2 + bkc + c 等于 c．因此除了两个可能

的例外，这些值都不是素数．

更进⼀步，对任意次数的整系数多项式 f (x) 以及任意正整数 m，从 x = m 开始，它在

之后每个整数 x 处的取值也不可能全是素数．实际上，假设当 x 取⼤于等于 m 的所有整数

时多项式 f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn 的取值都是素数．令 x = y + m， f (y + m) = g(y)．

在去括号和合并同类项之后，不妨设

g(y) = b0 + b1y + · · ·+ bnyn.

易知 g(y) 各系数 bi 仍是整数，且多项式对 y ≥ 0 的所有（整数处的）取值都是素数．特别

地有 g(0) = b0 = p 为素数．于是对任意正整数 k，g(kp) = p + b1kp + · · ·+ bn(kp)n 能被 p

整除．仅当 p + b1kp + · · ·+ bn(kp)n = p，即

b1 + b2kp + · · ·+ bn(kp)n−1 = 0

时，g(kp) 的值才等于 p．上式是 k 的 n − 1 次多项式，根据定理 14，多项式⽅程最多只有

n − 1 个根．对于其余的 k，数 g(kp) 都能被 p 整除且不等于 p，因此它们不是素数．

可以证明，对任意正整数 k，不存在整系数的 k 元多项式在所有⾃然数处的取值都是素

数．然⽽存在⼀个 26 元 25 次多项式，它有下述性质：将这个多项式在各未知数取⾮负整数
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时得到的那部分正值组成⼀个集合，则这个集合就是全体素数构成的集合．因为拉丁字母正

好有 26 个，所以未知数就⽤字母 a, b, c, · · · , x, y, z 来表⽰．这个多项式为

F(a, b, c, d, e, f , g, h, i, j, k, l, m, n, o, p, q, r, s, t, u, v, w, x, y, z)

=(k + 2)
{

1 − [wz + h + j − q]2 − [(gk + 2g + k + 1)(h + j) + h − z]2

− [2n + p + q + z − e]2 −
[
16(k + 1)2(k + 2)(n + 1)2 + 1 − f 2]2

−
[
e3(e + 2)(a + 1)2 + 1 − o2]2 − [(a2 − 1)y2 + 1 − x2]2

−
[
16r2y4(a2 − 1) + 1 − u2]2 − [n + l + v − y]2

−
[((

a + u2(u2 − a)
)2 − 1

)
(n + 4dy)2 + 1 − (x + cu)2]2

−
[
(a2 − 1)l2 + 1 − m2]2 − [ai + k + 1 − l − i

]2
−
[
p + l(a − n − 1) + b(2an + 2a − n2 − 2n − 2)− m

]2
−
[
q + y(a − p − 1) + s(2ap + 2a − p2 − 2p − 2)− x

]2
−
[
z + pl(a − p) + t(2ap − p2 − 1)− pm

]2}.

我们把这个公式写在这边只是想让读者印象深刻．未知数的个数太多了．可以证明这个公式

也能得到负值 −m，这⾥ m 不是素数．因此它并不能给出素数序列的表⽰．

长久以来的种种努⼒让多数数学家相信，⼀个可以描述素数序列的⽐较简单的公式并不

存在．描述素数的“显式公式”是存在的，但其中涉及到⼀些我们知之甚少（⽐对于素数的知识

还少）的数学对象．因此数学家将研究的焦点集中于素数的“群体”性质，⽽不再是“个体”性质．

下⼀节我们将对这⼀点做些阐述．

习题：

1. 证明形如 3s + 2 的素数有⽆限多个．

2. 证明形如 4s + 3 的素数有⽆限多个．

3. 证明：当 m ̸= n 时，22n
+ 1 和 22m

+ 1 互素．由此我们也能证明素数的个数是⽆限

的．（提⽰：假设 p 是这两个数的公因数，计算 22n
和 22m

除以 p 的余数．）

4. 设 f (x) 是⼀个整系数多项式，试证明 f (1), f (2), · · · 的素因数中有⽆限多个（不同的）

素数．（如果你不能⼀下⼦解决整个问题，不妨先解决多项式为⼀次、⼆次的情形．）

5. 将素数按从⼩到⼤的顺序排列，记 pn 为第 n 个素数．证明 pn+1 < pn
n + 1．

6. 记号同习题 5，证明 pn < 22n
．利⽤习题 3 的结果证明 pn+1 ≤ 22n

+ 1．

7. 记号同习题 5，证明 pn+1 < p1p2 · · · pn．
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12 欧拉关于素数有无限多个的证明

关于素数有⽆限多个这⼀结论，我们再给出⼀个证明．这⼀证明来⾃于欧拉，它阐明了

关于素数序列的⼀些⼀般性质．

我们从“史前”说起，也就是看看在欧拉解决这个问题之前我们已经了解的⼀个简单事实．

这涉及到下述和式序列

1, 1 +
1
2

, 1 +
1
2
+

1
3

, · · · , 1 +
1
2
+ · · ·+ 1

n
, · · ·

⽤第 6节中的记号来表述的话，它们就是和式 (Sa)n，这⾥ a 是⾃然数倒数的数列：1, 1/2, 1/3, · · ·
借助 (2.29) 式，我们可以将这些和式记作 S−1(n)．

这⾥出现了⼀个后⾯将被反复提及的概念，因此不妨多作⼀点讨论．这个概念与由正数

组成的⽆穷数列 s1, s2, · · · , sn, · · ·（我们这⾥的数列是作为另⼀个数列的和式出现的，但

这⽆关紧要）的性质有关．如果存在⼀个数 C，使得对于所有的 n 都有 sn < C，我们就称这

个数列是有界数列． 如果⼀个数列不具有这个性质，就被称为⽆界数列．这意味着对于任意

的 C，都能找到⼀个 n 使得 Sn ≥ C．甚⾄可能出现这么⼀种情况，对于任意的 C，都能找到

⼀个 n，使得对于所有的 m = n, n + 1, · · · 都有 sm ≥ C．换句话说，只要 n 充分⼤，数 sn

可以变得任意⼤．我们称这种数列为增长⽆界数列．考虑数列 1, 1, 1, 2, 1, 3, · · ·，其奇数

项都是 1，偶数项是⾃然数依次排列．它是⼀个⽆界数列，但并不是增长⽆界数列，因为⽆论

数列多往后，数字 1 总会出现．

给定正数数列 a = a1, a2, · · · , an, · · ·，记 s = Sa，则 sn+1 > sn（因为 sn+1 = sn + an+1，

an+1 > 0），以及更⼀般的，只要 m > n 就有 sm > sn．因此这个数列如果⽆界的话就是⼀个

增长⽆界数列．假如所有的 ai 都等于 1，那么 sn = n，这就是⼀个⽆界数列．也有有界的情

形．如图 4.1，我们先把从 0 到 1 线段⼀分为⼆，记 a1 = 1/2；然后将从 0 到 1/2 的线段⼀

图 4.1

分为⼆，记 a2 = 1/4；以此类推，最后得到数列 an = 1/2n．这些数加起来得到的值 sn 仍在

这条线段上：因为 s2 是从 s1 到 1 的线段的中点，s3 是从 s2 到 1 的线段的中点，以此类推，

即始终有 sn < 1．通过计算也很容易看出这⼀点．若 an = 1/2n，则

(Sa)n =
1
2
+

1
4
+ · · ·+ 1

2n =
1
2

(
1 +

1
2
+ · · ·+ 1

2n−1

)
.
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由 (1.12) 式可得

(Sa)n =
1
2
· 1/2n − 1

1/2 − 1
= 1 − 1

2n .

因此对于所有的 n 都有 (Sa)n < 1．

我们现在来证明对于数列 1, 1/2, 1/3, · · ·，s = Sa 是⽆界数列．尽管数列中每⼀项都

在减⼩，但它们减⼩的不够快，因此整个和式（即 S−1(n)）最终增长⽆界．

引理 8 只要 n 充分⼤，和式 S−1(n) 总能⼤于任意给定的数．

记 k 为给定的数，我们来证明存在⾃然数 n（因此 n 之后的所有数都满⾜要求）使得

S−1(n) > k．取 n = 2m，将和式作如下分解

S−1(n) = 1 +
(1

2

)
+
(1

3
+

1
4

)
+
(1

5
+

1
6
+

1
7
+

1
8

)
+ · · ·+

( 1
2m−1 + 1

+ · · ·+ 1
2m

)
.

每个括号中的和式都形如
1

2t−1 + 1
+

1
2t−1 + 2

+ · · ·+ 1
2t ,

⼀共有 m 个括号．对于每个括号中的和式，我们将其中的每⼀项都替换为它们之中最⼩的项，

也就是最后⼀项．因为第 k 个括号中的项数为 2t − 2t−1 = 2t−1，所以第 k 个括号中的和式⼤

于 2t−1/2t = 1/2．因此有 S−1(n) > 1 + m/2．若 1 + m/2 = k，则 m = 2k − 1．所以当我

们取 n = 22k−1 时有 S−1(n) > k．■
现在回到欧拉的证明．他的想法与第 3 节中计算⾃然数的所有因数的幂次之和的⽅法

（见 (1.13) 式）有关．⾃然数 n 的所有因数（包括 1 和 n）的 k 次幂之和记为 σk(n)．如果

n = pα1
1 · · · pαr

r ，依据 (1.13) 式有

σk(n) =
pk(α1+1)

1 − 1
pk

1 − 1
pk(α2+1)

2 − 1
pk

2 − 1
· · · pk(αr+1)

r − 1
pk

r − 1
. (4.2)

很久之前⼈们就知道 (4.2) 式了，不过⼤家都默认其中的 k 是正数．欧拉后来对此产⽣

了兴趣，并且提问“如果 k 是⼀个负整数会有什么结果呢？”当然结果没有任何差别，(4.2) 式

的推导完全适⽤于 k 为负数的情形．特别的是 k = −1 这⼀情形．我们将 −1 次幂时的和式

记为 σ−1(n)，则根据 (4.2) 式有

σ−1(n) =
1 − 1/pα1+1

1
1 − 1/p1

· · · 1 − 1/pαr+1
r

1 − 1/pr
.

（我们交换了各分数中分⼦和分母⾥两项的次序．）因为所有的分⼦都⼩于 1，所以

σ−1(n) <
1

(1 − 1/p1)(1 − 1/p2) · · · (1 − 1/pr)
. (4.3)

现在将 n 换成 n!，p1, · · · , pr 为 n! 的素因数（也就是所有⼩于 n 的素因数）．n 的因数中显然

包括 1, 2, · · · , n，因此 1, 1/2, 1/3, · · · , 1/n 都被包括在和式 σ−1(n!) 之中．这些项的和
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式是 S−1(n)．引理 8 告诉我们，只要 n 充分⼤，和式 S−1(n) 将会⼤于任意给定的数 k．因为

σ−1(n!) 中的其他项都是正的，所以引理 8 的结论对和式 σ−1(n!) 也适⽤．如果 p1, · · · , pr

就是全部的素数（即素数只有有限多个），则有

1
(1 − 1/p1)(1 − 1/p2) · · · (1 − 1/pr)

> k,

其中 k 是任意给定的数．这显然不可能．■
这个证明的价值不仅仅在于它说明了如果素数个数有限就会产⽣⽭盾，它还给出了素数

数列的⼀个量化性质．我们将得到的结果重新表述⼀下：如果 p1, p2, · · · , pn, · · · 是素数数

列，则当 n 充分⼤时
1

(1 − 1/p1)(1 − 1/p2) · · · (1 − 1/pn)

将⼤于任意给定的数．这等价于说当 n 充分⼤时分母的值会⼩于任意给定的正数．这样我们

就证明了定理 25 ．

定理 25 若 p1, p2, · · · , pn, · · · 是素数数列，则乘积 (1− 1/p1)(1− 1/p2) · · · (1− 1/pn)在

n 充分⼤时将小于任意给定的正数．

这是我们迈向⽬标的第⼀步．下⾯我们将证明⼀个形式更常见的结果．

定理 26 若 p1, p2, · · · , pn, · · · 是素数数列，则和式数列 1/p1 + 1/p2 + · · ·+ 1/pn 是增长

⽆界数列．

从定理 25 到定理 26 完全是形式推导．它不依赖于素数数列的性质．只要⼀个数列满⾜

定理 25 的条件，那么定理 26 就对它适⽤．

引理 9 对任意⼤于 1 的自然数 n，不等式

1 − 1
n
≥ 1

41/n (4.4)

都成立．

因为不等式两边都是正数，所以同时 n 次⽅，得到等价不等式(
1 − 1

n

)n
≥ 1

4
. (4.5)

我们来证明这个等价的不等式．利⽤⼆项式公式展开上式的左边，(
1 − 1

n

)n
= 1 − n

1
n
+

n(n − 1)
2!

1
n2 − n(n − 1)(n − 2)

3!
1
n3 + · · ·+ (−1)n 1

nn . (4.6)

上式右侧各项的绝对值构成了数列 Ck
n/nk．我们在第 10 节研究过伯努利概型与这个数

列的关系（见 (3.35) 式）．说得更准确⼀点，在公式中令 p = 1/(n + 1)，q = 1− 1/(n + 1) =

n/(n + 1)，则 p + q = 1，pkqn−k = (n + 1)−nnn−k．于是我们按公式得到的数与 (4.6) 式中
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的各项相差⼀个公因数 (n/(n + 1))n．我们这⾥有 (n + 1)p − 1 = 0．在第 10 节中我们已经

证明，若 k > (n + 1)p − 1（我们这⾥其实就是 k > 0），则第 k + 1 项⼩于第 k 项．由此可知

数列 Ck
n/nk 逐渐递减．（建议复习第三章，以便明⽩我们考虑的这些问题是怎么联系在⼀起

的．如果直接计算第 k + 1 项与第 k 项的⽐值，很容易得到相应的结论．）

易知 (4.6) 式前两项可以抵消．计算再后⾯两项可得 1/3 − 1/(3n2)．当 n ≥ 2 时，这个

数不⼩于 1/4（⾃⾏验证⼀下）．余下的项（相邻）两两配对，其中第⼀项为正，第⼆项为负．

前⾯已知第⼆项的绝对值⼩于第⼀项的绝对值，所以每对计算的结果都是正数．如果 n 是奇

数，则 (4.6) 式右侧有偶数个项（即 n + 1 项），故可以恰好配出 (n + 1)/2 对．如果 n 是偶

数，则两两配对后还剩下 1/nn 这⼀项．因此⽆论是哪种情况，右侧总等于⼀个不⼩于 1/4

的项与若⼲正项之和．(4.5) 式以及引理由此得证．■
现在定理 26 就很显然了．对任意的 pi，依据引理我们有

1 − 1
pi

≥ 1
41/pi

.

将这些不等式连乘，可得(
1 − 1

p1

)(
1 − 1

p2

)
· · ·
(

1 − 1
pn

)
≥ 1

41/p1+1/p2+···+1/pn
.

如果对于所有的 n，和式 1/p1 + · · ·+ 1/pn 都不超过某个值 k，则(
1 − 1

p1

)(
1 − 1

p2

)
· · ·
(

1 − 1
pn

)
≥ 1

4k .

这与定理 25 ⽭盾．■
依照定理 26，对于任意给定的数 C，都有某个依赖于 C 的数 N，记所有不超过 N 的

素数为 p1, p2, · · · , pn，则有 1/p1 + 1/p2 + · · · + 1/pn ⼤于 C．然⽽计算表明和式数列

1/p1 + 1/p2 + · · ·+ 1/pn 增长极其缓慢，也就是说，对于⼀个很⼩的数 C，N 都会⾮常⼤．

第⼀项得到值 1/2，前三个素数 2, 3, 5 所对应的和式的值为 31/30 > 1．但要让和式⼤于 2，
必须计算不超过 277 的所有素数的倒数和．不超过 10000 的所有素数的倒数和⼩于 3；即使

计算不超过 107 的所有素数的倒数和，结果仍⼩于 3．即便取 N = 1018 这么巨⼤的数，不超

过 N 的所有素数的倒数和仍⼩于 4．不管怎样，和式终究会⼤于任意给定的数 C，即使所对

应的 N 巨⼤⽆⽐．这个古怪的例⼦表明数值实验可能会暗⽰完全错误的答案，物理实验同样

可能如此．

我们考虑与定理 26 有关的另⼀类问题．若 N 是有限集 S 的⼦集，那么通过⽐较两者的

元素个数（⽐如计算⽐值 n(N)/n(S)）我们可以知道 N ⽐ S“⼩”多少．现在我们有两个⽆限

集：全体⾃然数的集合与全体素数的集合，我们如何⽐较它们呢？定理 26 提供了⼀种可能性，

乍看之下并不简单．这个⽅法对任意⾃然数数列 a = a1, a2, · · · , an, · · · 都是可⾏的．根据

引理 8，所有⾃然数的倒数之和（即 S−1(n)）增长⽆界．如果某个⾃然数数列 a 也有这样的

性质，即和式数列
1
a1

,
1
a1

+
1
a2

,
1
a1

+
1
a2

+ · · ·+ 1
an

, · · ·
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增长⽆界，那么就认为这个数列在全体⾃然数中的分布是“稠密”的．这说明数列 a 中保留了

⾜够多的⾃然数，否则其倒数和⽐起 S−1(n) 来就会⼩得多．如果数列 a 对应的倒数和数列

是有界的，我们就认为它在全体⾃然数中的分布是“稀疏”的．定理 26 保证了素数数列在⾃然

数中是“稠密”的．最极端的“稀疏”情形是数列 a 中只有有限多项．

也存在⼀些介于其间的情形，⽐如平⽅数数列：1, 4, 9, · · · , n2, · · · 它对应的和式

1 + 1/4 + 1/9 + · · ·+ 1/n2 很⾃然地记为 S−2(n)．我们来证明不论 n 是多少，这个和式都

是有界的．证明⽅法类似于引理 8．取 m 使得 2m ≥ n，则 S−2(n) ≤ S−2(2m)．将 S−2(2m)

作划分：

(1) +
( 1

22

)
+
( 1

32 +
1
42

)
+ · · ·+

(
1

(2m−1 + 1)2 + · · ·+ 1
22m

)
.

每⼀部分
1

(2k−1 + 1)2 + · · ·+ 1
22k

都包含 2k−1 项，且其中第⼀项都是最⼤的，因此每⼀部分都不超过

2k−1

(2k−1 + 1)2 <
2k−1

(2k−1)2 =
1

2k−1 .

于是有

S−2(2m) ≤ 1 + 1 +
1
2
+

1
22 + · · ·+ 1

2m−1 = 1 +
1 − 1/2m

1 − 1/2
≤ 1 +

1
1 − 1/2

= 3,

即 S−2(n) 不超过 3．
结合定理 26 可知素数数列在⾃然数中的分布⽐平⽅数数列更稠密．

习题：

1. 证明：对于任意⼤于 1 的⾃然数 k，以及任意⾃然数 n，和式

S−k(n) =
1
1k +

1
2k + · · ·+ 1

nk

都是有界的．

2. 设数列 a 是等差数列：a0 = p，a1 = p + q，a2 = p + 2q，…，an = p + nq，…，其中

p 和 q 都是⾃然数．证明数列

1
a0

,
1
a0

+
1
a1

,
1
a0

+
1
a1

+ · · ·+ 1
an

, · · ·

增长⽆界．

3. 设数列 a 是等⽐数列：a0 = c，a1 = cq，a2 = cq2，…，an = cqn，…，其中 c 和 q 都

是⾃然数．请问这个数列在⾃然数中是“稠密”还是“稀疏”？
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4. 设 p1, p2, · · · , pn, · · · 是全体素数，证明：对于任意的 n，

1(
1 − 1

p2
1

)(
1 − 1

p2
2

)
· · ·
(

1 − 1
p2

n

)
都是有界的．

13 素数的分布

在本节我们再次努⼒估计素数数列与全体⾃然数数列有多⼤差别．为此，我们⽤⼀个出

⾃本能的⾮常朴素的⽅法来代替上⼀节中引进的⽐较“稠密”与“稀疏”的更精细的⽅法．那种

⽅法来⾃于欧拉的证明．也就是说，我们试图回答⼀个直接的问题“素数在⾃然数中占多⼤⽐

例”．⼩于 10 的⾃然数中有多少个素数？⼩于 100 呢？⼩于 1000 呢？对于任意⾃然数 n，记

π(n) 为不超过 n 的素数的个数．易知 π(1) = 0，π(2) = 1，π(4) = 2，…当 n 越来越⼤时，

⽐例 π(n)/n 有什么性质呢？

先来看看表格能告诉我们什么．任意关于⾃然数的论断都可以⽤不超过某个界限 N 的⾃

然数来检验．在数论研究中，这种⼯作类似于物理中⽤实验来检验理论的合理性．特别地，我

们可以计算出 π(n)，这⾥取 n = 10k (k = 1, 2 · · · , 10)，由此得到了下⾯的表格．

我们可以看到 n/π(n) 持续增⼤，这意味着 π(n)/n 不断变⼩．也就是说，当 n 越来越

⼤时，素数在⾃然数中所占的⽐例越来越接近 0．因此我们不妨说“素数由零⽐例的⾃然数构
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成”．欧拉曾经提及到这⼀点，但并没有给出⼀个完整的证明．我们把这⼀点明确陈述出来，并

予以证明．

定理 27 当 n ⾜够⼤时，比值 π(n)/n 将小于任意给定的正数．

为了证明定理，我们需要对 π(n) 加以估计．实际计算时，我们从素数 2 开始，然后排

除掉不超过 n 且能被 2 整除的所有其他数．接着从余下的第⼀个数（即 3）开始，再排除掉

不超过 n 且能被 3 整除的所有其他数．重复这个过程，直到不超过 n 的所有数都被检查了⼀

遍．余下的这些数（⽐如 2，3 等）就是不超过 n 的所有素数．这个⽅法很早之前就出现了，

通常被称为埃拉托⾊尼筛法．

现在对我们的问题使⽤这个⽅法．假设我们已经找到了 r 个素数 p1, p2, · · · , pr，则余

下的素数就是不超过 n 且“未被排除”掉的那些数．换句话说，它们不超过 n 且不能被 pi 中任

意⼀个整除．第三章中我们计算过不超过 n 且不能被任⼀ pi 整除的数的个数（见 (3.26) 式）．

正如那⾥所证明的，公式的表达式可以替换为更简单的 n(1− 1/p1) · · · (1− 1/pr)，误差不超

过 2r（见 (3.28) 式）．因此不超过 n 且不能被任⼀ pi 整除的⾃然数的个数 s 满⾜下列不等式

s ≤ n
(

1 − 1
p1

)
· · ·
(

1 − 1
pr

)
+ 2r. (4.7)

不超过 n 的所有 π(n) 个素数，要么与 r 个素数 pi 中的某⼀个相等，要么包含在满⾜

(4.7) 的那 s 个数中．总之有 π(n) ≤ s + r，即

π(n) ≤ n
(

1 − 1
p1

)
· · ·
(

1 − 1
pr

)
+ 2r + r. (4.8)

不等式 (4.8) 引⼈注⽬，因为其中的乘积 (1 − 1/p1) · · · (1 − 1/pr) 可以⽤定理 25 来处理．

现在来直接证明定理 27．设任意给定的数为 ϵ．我们需要找到⼀个⾃然数 N，使得对于

所有的 n ≥ N 都有 π(n)/n < ϵ．将不等式 (4.8) 中最后的 r 替换为更⼤的数 2r（见第⼀节

的习题 6），则得到⼀个形式上简单⼀点的不等式

π(n) ≤ n
(

1 − 1
p1

)
· · ·
(

1 − 1
pr

)
+ 2r+1. (4.9)

不等式 (4.9) 右侧有两项，我们选择这样的 N，它满⾜当 n ≥ N 时那两项都⼩于 ϵn/2．

由此不等式 (4.9) 变为 π(n) < ϵn，因⽽有 π(n)/n < ϵ．回忆⼀下，在前⾯的过程中数 r

是任意选择的．因此我们选择恰当的 r 使得第⼀项⼩于 ϵn/2，选择恰当的 N 使得第⼆项

⼩于 ϵn/2．根据定理 25，第⼀种情形是可以达到的．定理说的是当 r ⾜够⼤之后，乘积

(1 − 1/p1) · · · (1 − 1/pr) 将⼩于任意给定的数．我们不妨设给定的数为 ϵ/2，于是就有第⼀

项⼩于 ϵn/2．再来处理第⼆项．现在 r 已经选好了，我们取 N 满⾜ 2r+1 < ϵN/2．为此必

须有 N > 2r+2/ϵ．于是当 n ≥ N 时有 2r+1 < ϵN/2 ≤ ϵn/2．⾄此就证明了定理 27．■
最后再加⼀点说明．对于等差数列 am + b（公差 b 可以⾮常⼤，从⽽等差数列在全体⾃

然数中的分布更加稀疏），其中不超过 n 的项的数⽬等于满⾜ am ≤ n − b 的数 m 的个数，即
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[(n − b)/a]．由第 9 节的内容可知，[(n − b)/a] 与 (n − b)/a 的差不超过 1，因⽽等差数列

中不超过 n 的项的个数不⼩于 (n − b)/a − 1，因此它与 n 的⽐值不⼩于

1
n

(n − b
a

− 1
)
=

1
a
− b

na
− 1

n
.

当 n 变⼤时，这个数接近 1/a，因⽽不可能任意⼩．如果将定理 27 中的数列换成等差数列，

结论将不再成⽴．这说明素数的分布⽐任⼀等差数列都要稀疏．

习题：

1. 记 pn 为第 n 个素数，试证明对于任意⼤的数 C，当 n ⾜够⼤时总有 pn > Cn．（提⽰：

π(pn) = n．）

2. 考虑那些⼗进制表⽰中不含某个特定数码（⽐如 0）的⾃然数．将这些数按由⼩到⼤的

顺序排列为 q1, q2, · · · , qn, · · ·，记 π1(n) 为这些数中不超过 n 的数的个数．试证明

当 n ⾜够⼤时，⽐值 π1(n)/n 将⼩于任意给定的数．另外，证明和式数列

1
q1

,
1
q1

+
1
q2

, · · · ,
1
q1

+ · · ·+ 1
qn

, · · ·

是有界的．（提⽰：不要试着复制定理 27 的证明．将和式进⾏划分，使得分母介于 10k

和 10k+1 之间，找出这个范围中 qi 的个数．最后的结果依赖于开始时去掉的那个数码

是否为 0．）

补充：关于 π(n) 的切比雪夫不等式

我们将这段材料放在补充部分有⼀个很正式的理由：这⾥需要使⽤对数，但本书余下部

分并不需要读者熟悉这块知识．如果

ay = x,

我们就说以 a 为底数 x 的对数是 y，记作

y = loga x.

下⽂我们假定 a > 1，并且 x 是正数．对数的基本性质可以由定义直接得到

loga(xy) = loga x + loga y, loga cn = n loga c, loga a = 1.

易知 loga x > 0 当且仅当 x > 1．对数函数是单调的，即 loga x ≤ loga y 当且仅当 x ≤ y ．

如果对数的底没有写出来，那即是默认底是 2：lg x 表⽰ log2 x．
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将这段材料独⽴出来的第⼆个原因是，本书其余部分的逻辑⾮常清晰，内容如何发展是

很明确的（⾄少我是这么希望的）．但这⾥我们遇到了另⼀种情况，某些新想法好像是凭空出

现的，甚⾄作者也解释不了它是怎么来的．这在数学研究中并不罕见．对于这种情况，欧拉

说道：“有时候我的⽐好像⽐我还聪明．”我们可以将其理解为多时沉思、⽆数试验并经由潜意

识作⽤的结果．

我们继续研究⽐值 π(n)/n 在 n 的不断变⼤时的问题．我们对前⾯关于 π(n) 的那个表

格再做⼀些深⼊的研究，重点关于最后⼀列的值．我们观察到，当 n 由 10k 变为 10k+1 时，

n/π(n) 的变动⼤致是稳定的．也就是说，第⼀个数是 2.5，第⼆个数与之相差 1.5；后续的差

依次是 2，2.1，2.3，2.3，2.3，2.4，2.3 和 2.3．可以看到这些数值都很接近 2.3．这⾥我们不

准备解释为什么会出现这个值，⽽是将这个现象⼀般化：当 n 从 10k 变为 10k+1 时，n/π(n)

的变化会接近⼀个固定的常数 α．这意味着当 n = 10k 时 n/π(n) 很接近 αk．若 n = 10k，则

k = log10 n．因此更合适的说法是，n/π(n) 很接近 α log10 n．这又表明 π(n) 接近 cn/ log10 n，

其中 c = α−1．

许多数学家对素数的分布很着迷，试着借助表格发现其中的规律．⾼斯还是个⼩孩⼦的

时候就对这个问题产⽣了兴趣．他对数学的兴趣在他对数字感兴趣并⾃⼰制作各种表格的时

候就已经初露端倪了．通常伟⼤的数学家都有⾼超的计算能⼒，能够处理庞⼤的计算，有时

候甚⾄可以靠⼼算完成⼯作．（欧拉甚⾄以此与失眠作⽃争！）⾼斯 14 岁时制作了⼀张素数

表（不过不如我们前⾯那个表全⾯），然后提出了我们得到的那个结论．后来有很多数学家继

续在这⽅⾯⼯作，但第⼀个得到证明的结果由切⽐雪夫在 1850 年得到，这已经是半个世纪之

后了．

定理 28 存在两个常数 c 和 C 使得对于所有的自然数 n 都有

c
n

log n
≤ π(n) ≤ C

n
log n

. (4.10)

我们这⾥的证明来⾃于后世的数学家对切⽐雪夫原证明的简化，但证明中的主要想法并

没有改变．在证明之前我们再对定理的陈述说⼏句．不等式中对数的底是多少呢？任何数都

⾏．直接根据定义就能看出这⼀点：logb x = logb a loga x（在关系式 aloga x = x 中将 a 换为

blogb a 即有 blogb a loga x = x，这就是 logb x = logb a loga x）．因此若对 loga n 证明了不等式

(4.10)，那么不等式也对 logb n 成⽴，只需将 c 换为 c/ logb a，C 换为 C/ logb a．

前⾯我们说过，表格暗⽰ π(n)“接近”cn/ log n（c 是某常数），受此启发就有了不等式

(4.10)．我们的假设中只有⼀个常数 c，为什么不等式中出现了两个常数（c 与 C）呢？难道

不能把定理中的两个常数变成⼀个吗？定理证明之后我们再来探讨这些问题．

证明切⽐雪夫定理的关键在于⼆项式系数 Ck
n 的性质，主要是它们皆是整数以及素数对

它们的整除性．下⾯我们将证明所需的性质列举出来．

第⼀个性质是所有⼆项式系数 Ck
n 之和等于 2n（第 6 节已证明）．因为每项系数都是正

的，所以有

Ck
n ≤ 2n. (4.11)
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较⼤的⼆项式系数尤其有⽤．在第⼆章我们知道当 n = 2m 时，系数 Cm
2m ⽐其余的⼆项

式系数都⼤．当 n = 2m + 1 时，⼆项式系数 Cm
2m+1 和 Cm+1

2m+1 相等且⼤于其余的系数．对这

些数我们加以特别关注．特别地有

Cn
2n =

2n(2n − 1) · · · (n + 1)
1 · 2 · · · n

. (4.12)

将分母中的因数顺序反过来，然后与分⼦中的因数进⾏配对，可得

Cn
2n =

2n
n

2n − 1
n − 1

· · · n + 1
1

.

易知每组因数都不⼩于 2，故有

Cn
2n ≥ 2n. (4.13)

现在来考虑⼆项式系数关于素数的整除性．由 (4.12) 式可知，分⼦显然可以被⼤于 n 且

不超过 2n 的所有素数整除．同时这些素数不能整除分母．因此这些素数在 Cn
2n 中保留了下

来，即它们都是 Cn
2n 的因数．易知这些素数共有 π(2n)− π(n) 个，且每个数都⼤于 n，因此

有

Cn
2n ≥ nπ(2n)−π(n). (4.14)

对于⼆项式系数 Cn
2n+1 = Cn+1

2n+1 也有类似的结论．将其展开，有

Cn
2n+1 =

(2n + 1) · · · (n + 2)
1 · 2 · · · n

.

⼤于 n + 1 且不超过 2n + 1 的素数有 π(2n + 1)− π(n + 1) 个，它们可以整除分⼦但不能整

除分母，因⽽在除法后得以保留．因为这些数都⼤于 n + 1，所以有

Cn
2n+1 > (n + 1)π(2n+1)−π(n+1). (4.15)

(4.14) 和 (4.15) 式揭⽰了⼆项式系数和素数间令⼈惊讶的联系．

现在来介绍证明所需的⼆项式系数的最后⼀个性质．与前⾯的性质相⽐，它虽然很简单，

但并不那么显然．

引理 10 对于任意的⼆项式系数 Ck
n，在其素分解中任⼀素因数的幂都不超过 n．

这⾥需要注意的是，我们说的不是幂的次数，⽽是整个数幂．也就是说，如果 pr 整除 Ck
n，其

中 p 是素数，那么必有 pr ≤ n．⽐如 C2
9 = 9 × 4，则 9 和 4 都不超过 9．

将⼆项式系数写成如下形式

Ck
n =

n(n − 1) · · · (n − k + 1)
1 · 2 · · · k

. (4.16)
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我们在乎的素数 p 必定能整除分⼦．记 m 为分⼦中包含 p 的最⾼幂次 pr 的因数（或其中⼀

个因数）．对 k ≥ 1，显然有 n ≥ m ≥ n − k + 1．记 a = n − m，b = m − (n − k + 1)，则

a + b = k − 1，Ck
n 可以写作

Ck
n =

(m + a)(m + a − 1) · · · (m + 1)m(m − 1) · · · (m − b)
k!

. (4.17)

因数 m 现在就很关键了，它的左边有 a 个因数，右边有 b 个因数．类似的，我们将分母

也作下变形

k! = (1 · 2 · · · a)(a + 1) · · · (a + b)(a + b + 1).

因为 (a + 1)(a + 2) · · · (a + b) 是 b 个连续⾃然数的乘积，因⽽能被 b! 整除，故可将 k! 写作

a!b!l，这⾥ l 是个整除．

再将 Ck
n 写作下列形式

Ck
n =

m + a
a

m + a − 1
a − 1

· · · m + 1
1

m − 1
1

· · · m − b
b

m
l

, (4.18)

这⾥我们将因数 m/l 移到了最后．

现在前⾯每个因数都形如 (m + i)/i 或 (m − j)/j，其中 i = 1, · · · , a，j = 1, · · · , b．易

知在这些因数中，分⼦中的 p 的幂都能被分母消灭掉，因此在约分后只有分母可能被 p 整除

（它当然也可能与 p 互素）．我们以 (m + i)/i（因数 (m − j)/j 可以同样论证）为例说明⼀下．

设 i 恰好被 ps 整除，也就是说 i 可以表⽰成 i = psu，其中 u 与 p 互素．若 s < r，则 m + i

仍恰好被 ps 整除：设 m = prv，则 m + i = ps(u + pr−sv)．若 s ≥ r，则同样的有 m + i 被

pr 整除．回忆⼀下 m 的性质（从 n − k + 1 到 n 的各数包含的 p 的幂次不会超过 r，m + i

也在这个范围内），可知 m + i 中包含的 p 的幂次不超过 r．因此分⼦与⽗母中的 pr 抵消之

后，新分数的分⼦不再能被 p 整除．由此可知 (4.18) 式的各因数中，只有最后⼀项的的分⼦

还能被 p 整除．这意味着 (4.18) 中的乘积不能被⽐ pr 更⼤的 p 的幂整除．因为 pr 整除 m，

且 m ≤ n，所以 pr ≤ n．引理由此得证．■
我们来看看这告诉了我们关于素分解 Ck

n = pα1
1 · · · pαm

m 的什么信息．⾸先这些素数 pi 只

可能来⾃ (4.16) 的分⼦，这表明 pi ≤ n，因此 m ≤ π(n)．依据引理 10，对任意的 i = 1, · · · , m，

都有 pαi
i ≤ n．于是我们就得到了

Ck
n ≤ nπ(n). (4.19)

现在终于可以开始证明切⽐雪夫定理了．事实上我们只需要证明，对于不⼩于某个固定

的 n0 的所有 n 不等式都成⽴就可以了．对于那些⼩于 n0 的 n，我们依情况将 c 缩⼩和将 C

放⼤即可．如果想更便捷的求出常数的具体的值，可以通过构造素数表来对 n ≤ n0 的情形进

⾏验证（就我们这⾥的要求⽽⾔，n0 并不是很⼤）．

结合 (4.13) 和 (4.19) ，可得 2n ≤ Cn
2n ≤ (2n)π(2n)，因此有

2n ≤ (2n)π(2n). (4.20)
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两边取对数（记得我们规定了 log2 a = log a），借助对数的单调性，可得 n ≤ π(2n) log 2n，

这意味着

π(2n) ≥ n
log 2n

=
1
2

2n
log 2n

,

因此不等式 (4.10) 的左边可取 c = 1/2．但到⽬前为⽌，我们只对偶数 n 证明了结论．对于

形如 2n + 1 的奇数，我们需要对数和 π(n) 的单调性，即有

π(2n + 1) log(2n + 1) ≥ π(2n) log 2n.

⽤前⾯得到的不等式替换上式中的 π(2n)，得

π(2n + 1) ≥ n
log 2n

log 2n
log(2n + 1)

=
n

log(2n + 1)
.

因为总有 n ≥ (2n + 1)/3，所以

π(2n + 1) ≥ 1
3

2n + 1
log(2n + 1)

.

这样就对奇数 n 证明了不等式 (4.10) 的左侧，其中 c = 1/3．综上所述，不等式 (4.10) 的左

侧对所有的 n 及 c = 1/3 成⽴．

现在来证明 (4.10) 的右侧．我们对 n 进⾏归纳．⾸先令 n 是偶数，因此不妨将 n 换作

2n．由 (4.11) 和 (4.14) 可得

nπ(2n)−π(n) ≤ 22n.

取对数，得

π(2n)− π(n) ≤ 2n
log n

, π(2n) ≤ π(n) +
2n

log n
. (4.21)

按归纳假设，我们不妨认为 π(n) ≤ Cn/ log n 已经得到证明．将其代⼊ (4.21)，有

π(2n) ≤ C
n

log n
+

2n
log n

=
(C + 2)n

log n
.

但我们想要证明的不等式是 π(2n) ≤ C · 2n/ log 2n．为此，需要选择恰当的 C 使得下式对从

某个 n0 开始的 n 都成⽴：
(C + 2)n

log n
≤ 2Cn

log 2n
. (4.22)

这就是⼀个简单的练习，与素数没关系了．约去两侧的 n，注意到 log 2n = log 2+ log n =

1 + log n，以 x 记 log n，则 (4.22) 变为

C + 2
x

≤ 2C
1 + x

.

两侧同时乘以 x(1 + x)（因为 x > 0），再合并同类项，有

(C − 2)x ≥ C + 2.
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显然我们需要满⾜ C − 2 > 0，因此不妨取 C = 3．于是解得 x ≥ 5．因为 x 表⽰ log n，所

以 n ≥ 25 = 32，2n ≥ 64．

现在只剩奇数 2n + 1 的情形需要考虑．由 (4.11)（以 2n + 1 代替 n，n 代替 k）和 (4.15)
可得

22n+1 ≥ (n + 1)π(2n+1)−π(n+1).

取对数，有

2n + 1 ≥
(
π(2n + 1)− π(n + 1)

)
log(n + 1).

由此再结合关于 π(n + 1) 的归纳假设，就有

π(2n + 1) ≤ C
n + 1

log(n + 1)
+

2n + 1
log(n + 1)

.

要想得到 π(2n + 1) ≤ C(2n + 1)/ log(2n + 1)，还需要下式对从 n0 开始的 n 都成⽴：

C
n + 1

log(n + 1)
+

2n + 1
log(n + 1)

≤ C
2n + 1

log(n + 1)
. (4.23)

虽然⽐之前复杂⼀点，这仍只是个简单的练习．为了让不等式更简单⼀点，我们对两侧都进

⾏适当放缩．将左侧的 2n + 1 替换为更⼤的 2(n + 1)，即

C
n + 1

log(n + 1)
+

2n + 1
log(n + 1)

≤ (C + 2)(n + 1)
log(n + 1)

. (4.24)

对于右侧，注意到 2n + 1 ≥ (3/2)(n + 1) 对所有⾃然数都成⽴以及 log(2n + 1) ≤ log(2n +

2) = 1 + log(n + 1)，因此有

2n + 1
log(n + 1)

≥ (3/2)(n + 1)
1 + log(n + 1)

. (4.25)

结合 (4.24) 与 (4.25) 可知，如果

(C + 2)(n + 1)
log(n + 1)

≤ (3/2)C(n + 1)
1 + log(n + 1)

成⽴，则 (4.23) 成⽴．两侧同时约去 n + 1，令 log(n + 1) = x，则有

C + 2
x

≤ (3/2)C
1 + x

.

两侧同时乘以 x(1 + x)，合并同类项，有 (C + 2)x + C + 2 ≤ (3/2)Cx，或(1
2

C − 2
)

x ≥ C + 2.

取 C = 6，则不等式对 x ≥ 8 都成⽴．因此 n + 1 ≥ 28，2n + 1 ≥ 511．由此证明了不等式

(4.10) 对 C = 6 以及所有⼤于 510 的⾃然数都成⽴．⾄此完成了整个定理的证明．■
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我们可以看到定理 27 是刚才证明了的定理的⼀个简单推论．如果 π(n) ≤ Cn/ log n，则

π(n)/n ≤ C/ log n．因为对数单调递增⽆界（log 2k = k），所以 π(n)/n 将⼩于任意给定的

正数．另外，切⽐雪夫定理的证明所采⽤的⽅法与定理 27 的证明也完全不⼀样．

我们再次考虑前⾯素数表格所暗⽰的⽐例问题．从表格我们推断出 n/π(n)很接近 C log10 n

（C 是⼀个常数）：数 C−1 的⼗进制表⽰中前两位是 2.3．因此我们认为 π(n)接近 C−1n/ log10 n．

如果取新的底数 e 使得 C log10 n = loge n，那么 C−1n/ log10 n 将有更简单的形式 n/ loge n．

我们之前提过 logb x = logb a loga x 总是成⽴的，因此新底数 e 满⾜ C = loge 10 即可．将

logb x = logb a loga x 中 x 换为 b，可得 logb a loga b = 1，因此关系式 C = loge 10 可以写作

C−1 = log10 e．

14 岁的⾼斯当然会对这些关系式加以注意，并猜测什么样的数 e 可以使得 log10 e 接近

(2.3)−1．这个数在当时已经众所周知了，因为以此为底的对数具有很多有⽤的性质（e 也成

了约定俗成的符号）．以 e 为底的对数称为自然对数，记作 ln：loge x = ln x．这⾥我们不得

不假定读者已经熟悉⾃然对数了．

研究素数表格会很⾃然地认为 π(n) 越来越接近 n ln x．前⾯证明的切⽐雪夫定理（将其

中的对数换成⾃然对数）已经保证了会存在两个常数 c 和 C 使得 cn/ ln n ≤ π(n) ≤ Cn/ ln n

对某个适当的 n 以后的⾃然数都成⽴．依据表格，我们可以将猜想细化：对任意的 c < 1 以

及 C > 1，都存在某个 n 使得不等式 cn/ ln n ≤ π(n) ≤ Cn/ ln n 对 n 之后的⾃然数都成⽴．

这个命题被称为素数分布的渐近律．它是由⾼斯和其他数学家在 18、19 世纪之交提出来的．

1850 年切⽐雪夫定理得到证明之后，好像需要做的就是确定常数 c 和 C，使得它们越来越接

近．然⽽素数分布的渐近律直到半个世纪之后才得到证明，证明的核⼼来⾃于黎曼提出的全

新的思想．

习题：

1. 证明对某常数 a > 0 总有 pn > an log n．（提⽰：π(pn) = n．）

2. 证明从某个⾃然数（并确定出这个数）开始总有 log n <
√

n．（提⽰：将这个问题化归

为不等式 2x > x2 从某实数 x 开始都成⽴．设⾃然数 n 满⾜ n ≤ x ≤ n + 1，然⽽将前

⾯的不等式化归为 2n ≥ (n + 1)2，对此应⽤归纳法．）

3. 证明对于某常数 C 总有 pn < Cn2．（提⽰：应⽤前⾯的习题以及 n = π(pn)．）

4. 证明对于某常数 A 总有 pn < An log n．

5. 证明：使得 pa 整除 n! 的最⼤的 a 等于[
n
p

]
+

[
n
p2

]
+ · · ·+

[
n
pk

]
.
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符号 [r/s] 表⽰整数 r 除以 s 得到的商，和式中包括满⾜ pk ≤ n 的所有的 k，p 是任意

素数，n 是任意⾃然数．

6. 利⽤习题 5 的结果给出引理 10 的⼀个新证明．

7. 如果 p1, · · · , pr 是 m 和 2m + 1 间的所有素数，则它们的乘积不超过 22m．

8. 试确定出常数 c 和 C 使得不等式 (4.10) 对所有⾃然数 n 都成⽴．

9. 试求出尽可能⼤的 c 与尽可能⼩的 C 使得不等式 (4.10) 对某个 n 之后的所有⾃然数都

成⽴．（切⽐雪夫通过⾮常精妙的⼿段证明了 c = 0.694 和 C = 1.594 可以满⾜条件．）



5 实数与多项式

主题：数与多项式

14 实数公理

本章我们试着更深⼊的理解实数这⼀概念．这⾥我们不准备搞得特别的严格，只是努⼒

将我们的想法和命题陈述的⾜够准确，以便能证明⼀些关于实数的结论．

在数轴选定原点以及单位长度，我们就能将实数⽤数轴上的点表⽰出来．因此为了更好

的理解实数，我们需要同时将直线及线上的点描述的更准确．为了更好的说明，下⽂我们会

经常使⽤实数与直线间的⼀⼀对应．

我们以⼏何为典范，试着达到学校⼏何课程中定义与推理的准确度．在⼏何中，整个结

构都奠基于若⼲公理之上，从公理出发证明其余的命题．公理没有证明，我们依靠经验或直

觉接受它们．

为了更明确点，我们将由公理构建平⾯⼏何的过程作为⼀个模型加以考察．在构造过程

中，我们区分出三类逻辑概念．第⼀类是⼏何中的基本对象：点，直线．第⼆类是它们之间的

基本关系：点在线上，点在直线上的另外两个点之间．⽆论是第⼀类概念还是第⼆类概念都

没有定义．我们⾯对这些概念时好像某处有⼀张关于所有点以及所有线的“表”，从中我们知道

哪些点在哪些线上，⽐如 A, B, C 三点在直线 l 上，点 B 在点 A, C 之间．第三类概念就是

公理，也就是⼀些关于基本对象以及它们间关系的命题．⽐如“两点确定⼀条直线，”或者“对

于直线上的任意三个点，有且仅有⼀个点位于另外两点之间．”

实数的情形与之类似．基本对象就是实数⾃⾝．此时除了实数构成的集合外没有其他数

学对象．实数间有两种基本关系：它们之间的运算和不等关系．下⾯我们将它们描述的更详

细⼀点．

1. 实数间的运算．

对于任意两个实数 a 和 b，我们定义第三个数 c，称其为 a 和 b 的和．它们间的关系记

作 a + b = c．

107
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对于任意两个实数 a 和 b，我们定义第三个数 d，称其为 a 和 b 的积．它们间的关系记

作 ab = d．

2. 实数间的不等关系．

对于某些实数对 a 和 b，我们定义 a ⼩于 b．这⼀关系记作 a < b．这个关系还可以表

⽰成 b > a．如果我们想表达 a < b 或者 a = b，我们就写 a ≤ b（或 b ≥ a）．

在罗列联系基本对象和基本关系的公理之前，我们再次强调⼀下实数与⼏何间的相似性．

我们将类似的概念总结在下表之中：

代数 ⼏何

基本对象

实数 点，直线

基本关系

和：a + b = c 点在直线上

积：ab = d 点 C 位于点 A 和点 B 之间

不等式：a < b · · ·

公理

· · · · · ·

这⾥没必要回忆⼏何公理，我们现在将实数公理罗列出来．根据这些公理涉及的基本关

系我们将公理分开列出．

I（加法公理）
I1. 交换律：对于任意实数 a 和 b 都有 a + b = b + a．

I2. 结合律：对于任意实数 a、b 和 c 都有 a + (b + c) = (a + b) + c．

I3. 存在⼀个实数（称为零，记作 0）使得对于任意实数 a 都有 a + 0 = a．
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（注：零只有⼀个．如果 0′ 是另⼀个满⾜条件的数，那么根据零的定义有 0′+ 0 = 0′；根据

交换律有 0′+ 0 = 0+ 0′；根据 0′ 的定义有 0+ 0′ = 0．因此我们得到 0′ = 0′+ 0 = 0+ 0′ = 0，

即 0′ = 0．）

I4. 对于任意实数 a，都存在⼀个数（称为负 a，记作 −a）使得 a + (−a) = 0．

（注：对于任意给定的 a，负 a 只有⼀个．设另⼀个数 a′ 满⾜同样的性质 a + a′ = 0，则

(a + (−a)) + a′ = 0 + a′ = a′．另外，(a + (−a)) + a′ = ((−a) + a) + a′，利⽤结合律有

((−a) + a) + a′ = (−a) + (a + a′)．由 a′ 的性质可得 a + a′ = 0，(−a) + 0 = −a．综合这些

等式可得 a′ = −a．）

II（乘法公理）
II1. 交换律：对于任意实数 a 和 b 都有 ab = ba．

II2. 结合律：对于任意实数 a，b 和 c 都有 a(bc) = (ab)c．

II3. 存在⼀个数（称为单位元，记作 1）使得对于任意实数 a 都有 a · 1 = a．

（注：单位元只有⼀个．可以按照公理 I3 的注中的⽅法来证明，只需把加法换为乘法，把

0 换为 1．）
II4. 对于任意不为 0 的实数 a，都存在⼀个数（称为 a 的逆，记作 a−1）使得 a · a−1 = 1．

（注：任意⾮零实数 a 都只有⼀个逆．证明与公理 I4 的注中的⽅法类似．）

III（加法和乘法公理）
III1. 分配律：对于任意实数 a，b 和 c 都有 (a + b)c = ac + bc．

IV（序公理）
IV1. 对于任意实数 a 和 b，a = b，a < b，b < a 这三组关系中有且仅有⼀组成⽴：．

IV2. 如果三个实数 a、b 和 c 满⾜ a < b 和 b < c，则有 a < c．

IV3. 如果实数 a 和 b 满⾜ a < b，则对于任意实数 c 都有 a + c < b + c．

IV4. 如果三个实数 a、b 和 c 满⾜ a < b 和 c > 0，则有 ac < bc．

V（实数和有理数）
实数包含有理数，对实数定义的运算及不等关系应⽤于有理数时即是通常的运算及不等

关系．

VI（阿基米德公理）
对于任意实数 a，都存在⼀个⾃然数 n 使得 a < n．

VII（闭区间套公理）
令 a0, a1, a2, · · · 和 b0, b1, b2, · · · 是两列实数，它们满⾜ a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · ·，

b0 ≥ b1 ≥ b2 ≥ · · · 以及对任意的 n 都有 an ≤ bn，则存在实数 c 满⾜对任意的 n 都有
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an ≤ c ≤ bn．

如果⽤数轴上的点表⽰实数，那么满⾜条件 a ≤ x ≤ b 的数 x 就构成了⼀个集合，我们

称其为区间，记作 [a, b]．因此公理中的条件就是说区间 In = [an, bn] 间有⼀个相继包含关系：

I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · （区间套因此得名）公理告诉我们存在⼀个点（或数）被包含在所有这些

区间之中．

很容易从公理出发得到实数的常见性质．花费数页篇幅去推导显⽽易见的结论没什么意

义．因此我们只关注后⽂中会⽤到的⼀些结果，对于它们的证明仅给予零星注记（见习题 2，
3 和 4）．

由公理 II 可知，对于任意⾮零实数 a 和任意实数 b，⽅程 ax = b 有唯⼀解 c = a−1b．我

们称这个数为 b 与 a 的比，记作 b/a．关于去括号及分数运算的所有常⽤法则都能从公理推

导出来．

对于任意⾃然数 n 都有 n = 1 + · · ·+ 1（共 n 项），因此由公理 III 可知，对于任意实数

a，na（n 和 a 的积）都等于 a + · · ·+ a（共 n 项）．

如果 a < b，c < d，则由公理 IV3 可得 a + c < b + d．如果 a < 0，则有 −a > 0（因为

−a < 0 会导致 0 < 0）．因此我们可以看到，任意⼀个实数要么为正（a > 0），要么形如 −b

（其中 b > 0），我们称这个数为负数，要么等于 0．乘法服从通常的“符号”法则．和之前⼀样，

|a| 仍表⽰ a 的绝对值：如果 a ≥ 0，那么绝对值就是 a ⾃⾝；如果 a < 0，那么绝对值等于

−a．

当随着 n 变⼤区间 In 的长度（即 bn − an）越来越接近 0 时，闭区间套公理会特别有⽤．

换句话说，对于任意实数 ϵ > 0，都存在 N 使得 bn − an < ϵ 对所有 n ≥ N 都成⽴．此时我

们能得到⼀个新结论．

引理 11 如果随着 n 增⼤差值 bn − an 变得任意小，那么公理 VII 中保证存在的数 c 将只有

⼀个．

假设存在两个这样的数 c 和 c′，不妨设 c < c′．因此 an ≤ c < c′ ≤ bn，c′ − c =

bn − an − (c − an)− (bn − c′) ≤ bn − an．于是对于任意给定的 ϵ > 0，当 n 充分⼤时都有

c′ − c ≤ bn − an < ϵ．不妨取 ϵ = (c′ − c)/2，于是有 (c′ − c)/2 < 0．因为 1/2 > 0，故这与

之前的假设 c′ − c > 0 ⽭盾．■
当我们⽤有理数从“不⾜”和“过剩”两⽅⾯来逼近实数时就会遇到这种情况，即 an 和 bn 都

是有理数．第 1 节讨论过的
√

2 就是⼀个例⼦．公理 VII 就是对“测得越来越准”这⼀直观想

法的数学表述．结合前⾯的引理可以让我们构造出满⾜给定性质的实数．后⽂中我们会经常

使⽤这⼀点．

对于公理 V 和 VI，需要注意的是我们已经假设了⾃然数以及有理数都是已知的．对这

些概念我们不准备详加分析．

上⾯介绍的公理不是相互独立的，也就是说其中的⼀些公理可以由其他公理推导出来（习
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题 6 即是⼀例）．我们只是把⼀些常见的以及直觉上可信的实数性质整理在⼀起罢了．公理数

⽬是增加了，但这样就避免了对那些显然结论的⽆聊证明．

习题：

1. 公理 I – VII 之中，哪些对有理数集合也成⽴？哪些只对实数成⽴？

2. 利⽤公理 I – III 证明对任意实数 a 都有 0a = 0．

3. 证明对任意实数 a 和 b，⽅程 a + x = b 有唯⼀解．

4. 设 a，b，c 和 d 是四个实数，证明：如果 a < b 且 0 < c < d，则有 ac < bd；如果

0 < a < b，那么对任意⾃然数 n 都有 an < bn．

5. 依照公理 V，有理数集合是实数集合的⼀部分．证明有理数 0 与公理 I3 中保证存在的

实数 0 是同⼀个数；有理数 1 与公理 II3 中保证存在的实数 1 也是同⼀个数．

6. 不使⽤公理 V，证明对所有⾃然数 n，数 0，1，1+ 1，…，1+ 1 + · · ·+ 1（共 n 项）互

不相等．这⾥的 1 即是公理 II3 中保证存在的实数 1．由此可以证明⾃然数是实数的⼀

部分，并且对实数定义的运算及不等关系应⽤于⾃然数时即是通常的运算及不等关系．

这样就证明了公理 V 中的命题，因⽽这⼀公理就不是必需的了，因为它可以由其他公

理证明出来．

7. 在实数的加法和乘法之外，我们还可以定义⼀种新运算 ⊗：a ⊗ b = a + b + ab．请问这

种运算满⾜公理 II 么？

15 极限与无限和

为了说明闭区间套公理可以⽤来构造新实数，我们引进⼀些后⾯会⽤到的概念．

在第四章中，我们遇到了有界数列和增长⽆界数列．现在我们从减⼩的⾓度来考虑⼀些

数列．为简单起见，我们先来考虑由正数构成的数列，并且将⽆限减小理解为⽆限接近于 0．
这个说法的准确定义类似于第 12 节中增长⽆界的定义．

设 an 是由⾮负实数构成的数列，如果对于任意⼩的实数 ϵ，都存在⾃然数 N 使得当

n > N 时有 an < ϵ，那么就说数列 an ⽆限接近于 0．此时我们也说数列 an 趋于 0，记作

an → 0 (n → ∞)（当 n 趋于⽆穷时 an 趋于 0）．⽐如我们可以将引理 11 中的条件写作

bn − an → 0 (n → ∞)．

数列 an = 1/n 就是⼀个典型的⽆限接近于 0 的数列．

下⾯考虑的数列就不那么明显了．

引理 12 设 a 是小于 1的任⼀正数，则数列 an = an 将⽆限接近于 0，即有 an → 0 (n → ∞)．
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记 a = 1/A，则 A > 1，因此它可以写作 A = 1 + x，其中 x > 0．依据⼆项式公式，

An = (1 + x)n = 1 + nx + y，这⾥ y 是若⼲正项的和，即 y > 0．于是有 An > 1 + nx．因

为对于任意的 ϵ > 0，存在 N 使得当 n ≥ N 时有 An > 1/ϵ（你可以⾃⼰把 N 算出来），所

以有 an < ϵ，即 an → 0 (n → ∞)．■
现在将前⾯的定义推⼴到数列中可以出现负数的情形．对于这样的数列，|a1|, |a2|, · · · , |an|, · · ·

是⾮负的，因⽽之前的定义对它们也适⽤．由此，我们有新定义：如果数列 |an| ⽆限接近于

0，那么就说数列 an ⽆限接近于 0．此时仍记作 an → 0 (n → ∞)．

现在介绍最主要的概念．对于数列 a = (a1, a2, · · · , an, · · · )，如果存在⼀个实数 α 使

得 an − α → 0 (n → ∞)，就说 α 是数列 a 的极限．此时我们也可以说数列 a 趋于 α，记作

an → α (n → ∞)．

不是每个数列都有极限的．如果⼀个数列有极限，那么它必然是有界的．设 an → α (n →
∞)，则存在 N 使得当 n > N 时有 |an − α| < 1．因为 an = (an − α) + α，因此当 n > N 时有

|an| ≤ |α|+ 1．记 C 为 |a1|, · · · , |aN|, |α|+ 1 中的最⼤值，则对于所有的 n 都有 |an| ≤ C．

反之，有界数列未必有极限．将 0 和 1 交错排列得到的数列 0, 1, 0, 1, · · · 就是这样的例⼦．

如果它有极限 α，那么根据极限的定义，取 ϵ = 1/2，则当 n > N 时有 |an − α| < 1/2．因为

这些 an 中有 0 和 1，因此 |α| < 1/2 和 |1 − α| < 1/2 将同时成⽴，这显然是不可能的．所

以 α 是不可能存在的．

如果⼀个数列有极限，那么极限是唯⼀的．假设数列 a1, a2, · · · , an, · · · 有两个极限 α

和 β，且 α ̸= β，那么对任意的 ϵ > 0，存在 N 和 N′ 使得当 n > N 时有 |an − α| < ϵ，当

n > N′ 时有 |an − β| < ϵ．取 n 同时满⾜ n > N 和 n > N′，则同时有 |an − α| < ϵ 和

|an − β| < ϵ 成⽴．因⽽ |α − β| < 2ϵ．因为 ϵ 是任⼀正实数，不妨取 ϵ < |α − β|/2，由此可

得⽭盾．

因为不是所有有界数列都有极限，所以仅数列有界这个条件对构造新实数没有什么帮助．

但这⾥有⼀个基本的结论，它说明有⼀类简单的数列总是有极限，因⽽给出了构造新实数的

⽅法．

如果数列 a1, a2, · · · , an, · · · 满⾜对任意的 n 都有 an ≤ an+1，即有 a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a4 ≤
· · ·，那么就称它是递增数列．

定理 29 有界递增数列必有极限．

这个定理的证明与我念书时（⼆战之前）流⾏的⼀则故事的逻辑是⼀样的．故事讲的是

⼈们⽤各种⽅法抓捕荒漠中的狮⼦，其中有法国⼈的⽅法，NKVD 1 搜索者的⽅法，还有数

学家的⽅法．数学家的⽅法是这样的：他把沙漠分成两块相等的区域，因此狮⼦必在其中⼀

个区域⾥．然后把这个区域再分成两个相等的区域，反复如此操作，直到狮⼦所在区域⽐笼

⼦还⼩．最后要做的就是⽤围栏把狮⼦围起来．这是对数学中⼀类存在性证明的戏仿，下⾯

的证明就属于这⼀类．

1苏联内务⼈民委员部．
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设 a = (a1, a2, · · · , an, · · · ) 是递增数列．根据假设，它是有界的，即存在实数 C 使得

|an| < C 对所有 n 都成⽴．因此所有 ai 都被包含在区间 I0 = [a1, C] 之中．记 D 为这个区间

的长度，即 D = C − a1．

现在⽤ C1 = (a1 +C)/2 来把区间 I0 分成相等的两部分．这时会出现两种情况：要么存在

m 使得 am ≥ C1（因为数列是递增的，因此当 n ≥ m 时都有 an 在区间 [C1, C] 之中），要么对于

所有的 n 都有 an ≤ C1（此时数列中所有的项都在区间 [a1, C1] 之中）．我们将 [a1, C1] 和 [C1, C]

中包含数列从某项之后所有项的那⼀个记作 I1．接下来继续对 I1 重复前⾯的操作，反复如此．

显然，通过反复进⾏这样的操作，我们会得到⼀个区间套 I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · ⊃ In ⊃ · · ·，其

中区间 Ik 的长度为 D/2k，并且它还包含数列从某项之后的所有项．依据闭区间套公理（公

理 VII），存在实数 α 属于所有这些区间．它就是数列 a 的极限．正如我们所见，数列 a 从某

项之后的所有项都在区间 Ik 之中．这说明，对任意⾃然数 k，都存在⼀个 N 使得当 n > N

时有 an ∈ Ik．因为 α 也在 Ik 中，所以当 n > N 时有 |an − α| < D/2k．如果选择 k 使得

D/2k < ϵ，这正好满⾜极限所要求的条件．需要指出的是，k 的选择总是可能的，因为数列

D, D/2, D/4, D/8, · · · ⽆限接近于 0．■
当数列 a = (a1, a2, · · · , an, · · · ) 是⾮负数列 c = (c1, c2, · · · , cn, · · · ) (cn ≥ 0) 的和

式数列时，即 a1 = c1，a2 = c1 + c2，…，an = c1 + c2 + · · ·+ cn，…，定理 29 特别有⽤．这

种情况下数列 a 显然是递增的．⾄于它是否有界这是需要检验的（检验⼯作有时很复杂）．⽐

如数列 c 中各项皆为 1（cn = 1），则 an = n，因此数列 a 就不是有界的．第 12 节中我们考虑

过⼀个不那么明显的⽆界的例⼦：cn = 1/n，此时数列 a 不是有界数列．如果经过检验，发

现数列 a 是有界的，那么根据定理，它就有唯⼀极限 α．这个极限被称为数列 c 的和，记作

c1 + c2 + · · ·+ cn + · · · = α.

⽆限数列 c 有时也被称作级数，它的和被称为级数的和．

如果和式 an 的数列是有界的，那么级数的和 c1 + c2 + · · ·+ cn + · · · 存在．如果数列不

是有界的，我们就说级数的和不存在．因此引理 8 说明级数和 1 + 1/2 + 1/3 + · · · 不存在．

再研究⼀个例⼦．设 a 是⼩于 1 的⾮负数，考虑数列 c = (1, a, a2, · · · , an, · · · )．于是

an = 1 + a + a2 + · · ·+ an−1，这个和式可以根据等⽐数列求和公式（第⼀章的 (1.12) 式）算

出来：

an = 1 + a + a2 + · · ·+ an−1 =
1 − an

1 − a
=

1
1 − a

− an

1 − a
. (5.1)

易知 an → 0 (n → ∞)，于是有 an/(1 − a)0 (n → ∞)．结合 (5.1) 式即有 an → 1/(1 − a)．

我们将它换个写法

1 + a + a2 + · · ·+ an−1 + · · · = 1
1 − a

(a < 1). (5.2)

上式左边的级数称作⼏何级数，因此上式即是⼏何级数求和公式．

也存在这样⼀些级数，很容易验证它们的和是存在的，但这个和却很难具体计算出来．第

12 节中我们证明了和式 1/12 + 1/22 + · · ·+ 1/n2 是有界的，因此 1/12 + 1/22 + · · ·+ 1/n2 +
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· · · 是存在的．但它到底是多少呢？J. 伯努利在 17 世纪提出了这个问题，18 世纪中叶的数学

家们都为此着迷，最终欧拉解决了这个问题．他得出了下⾯这个神奇的等式

1 +
1
22 +

1
32 + · · ·+ 1

n2 + · · · = π2

6
. (5.3)

这是欧拉最了不得的发现之⼀．这⼀发现很快在数学圈流传开来，欧拉的众多通信者询问他是

如何发现这个结论的．但欧拉并没有⽌步于此，⽽是进⼀步计算了级数和 1 + 1/2k + 1/3k +

· · ·+ 1/nk + · · ·（k 是偶数）．结果发现这个和式与我们第⼆章的补充材料中介绍的伯努利数

有关，即对于任意偶数 k 有

1 +
1
2k +

1
3k + · · ·+ 1

nk + · · · = (−1)
k
2−1πk 2k−1Bk

k!
. (5.4)

直到今天，关于 k 为奇数的情况仍⼏乎⼀⽆所知．1978 年有⼈证明了 1+ 1/23 + 1/33 + · · ·+
1/n3 + · · · 是⼀个⽆理数．虽然证明了有⽆穷多个奇数 k 可以使得相应的级数和是⽆理数，

但这些 k（除了 3）具体是多少仍不得⽽知．⾄今 k = 3 的情形仍是 k 为奇数的情形中唯⼀得

到证明的结果．

这⾥需要指出⼀点，虽然有些级数和 c1 + c2 + · · ·+ cn + · · · 的具体值我们求不出来，但

仅仅知道存在性就可以告诉我们很多有⽤的信息．

引理 13 如果级数和 c1 + c2 + · · ·+ cn + · · · 存在，那么由 dn = cn+1 + cn+2 + · · · 构成的数
列将⽆限接近于 0．

证明中需要使⽤极限的⼀个简单性质．设数列 a1, a2, · · · , an, · · · 的极限为 α，即有

an − α → 0 (n → ∞)．那么对任意实数 β，数列 β − a1, β − a2, · · · , β − an, · · · 的极限为

β − α．考虑差值 β − α − (β − an) = an − α，因为 an − α → 0，所以 β − α − (β − an) →
0 (n → ∞)．

记级数和 c1 + c2 + · · · + cn + · · · 为 α，am = c1 + c2 + · · · + cm．依据级数和的定义，

α 等于数列 a1, a2, · · · , am, · · · 的极限．同样的，对于固定的 n，和 dn 就是数列 an+1 −
an, an+2 − an, · · · , an+k − an, · · · 的极限．按照证明开始前的说明，这个极限等于 α′ − an，

这⾥ α′ 为数列 an+1, an+2, · · · , an+k, · · · 的极限．因为数列 an+1, an+2, · · · , an+k, · · · 的

极限就是数列 a1, a2, · · · , am, · · · 的极限，即有 α′ = α，于是就得到 dn = α − an．按照极

限定义，α − an → 0，所以 dn → 0 (n → ∞)．■
⽐如，令 dn = 1/n2 + 1/(n + 1)2 + · · ·，于是有 dn → 0 (n → ∞)．

对极限和⽆限和的考虑使我们⾛出了代数的范畴，毕竟代数从原则上说是关于有限表达

式的．这类问题更接近被称为分析的数学分⽀，所以我们不打算在这⽅⾯深⼊研究下去．然

⽽需要指出的是，诸如 (5.3) 和 (5.4) 这样惊⼈的结果源⾃于这些领域间的交融．

习题：
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1. 证明：如果级数和 c1 + c2 + · · ·+ cn + · · · 存在，那么必有 cn → 0 (n → ∞)．

2. 证明：如果对于任意的 n 都有 an < C，以及 an → α (n → ∞)，则有 α ≤ C．另外举

出⼀个确实可以取等的例⼦．

3. 假设 an → α (n → ∞)，bn = a2n，请问数列 b1, b2, · · · 有极限吗？如果有的话，那极

限会是多少？假如数列 bn 存在极限，那么我们能不能反过来推出数列 an 也有极限？如

果假设数列 an 存在极限，那么这个极限等于多少？

4. 设 an = 1/2 − 1/3 + · · ·+ (−1)n/n，那么数列 an 是否存在极限？

5. 设 f (x) 是 d 次多项式，an = f (n)/nd+1，试证明 an → 0 (n → ∞)．

6. 设 |a| < 1，b 是任意实数，试求出级数和 b + ba + ba2 + · · ·+ ban + · · ·．通常我们也

把数列 b, ba, ba2, · · · 称为⼏何级数．

7. 已知⼀个正⽅形的边长为 a，我们连接相邻边的中点，这样会得到⼀个新的正⽅形．对

新正⽅形重复之前的操作，反复进⾏下去，试求出所有正⽅形的⾯积之和．

8. 求出下列级数和
1

1 × 2
+

1
2 × 3

+ · · ·+ 1
n(n + 1)

+ · · ·

（提⽰：同习题 4，利⽤等式 1/(n(n + 1)) = 1/n − 1/(n + 1)．）

9. 试构造满⾜如下条件的数列 an：(1) an 是⼩于 1 的正有理数；(2) an 的分母是 n；(3)
数列没有极限．

10. 如果数列 a1, a2, · · · 的极限为 α，数列 b1, b2, · · · 的极限为 β，试证明数列 a1 + b1, a2 +

b2, · · · 的极限为 α + β．

11. 假设 0 ≤ ai ≤ bi，级数和 b1 + b2 + · · ·+ bn + · · · 存在，试证明级数和 a1 + a2 + · · ·+
an + · · · 也存在，且 a1 + a2 + · · ·+ an + · · · ≤ b1 + b2 + · · ·+ bn + · · ·．

16 实数的十进制表示

在第 14 节中我们⽤公理系统来描述实数，本节我们来说明如何将实数具体表⽰出来．这

⾥没有什么新内容，不过就是众所周知的⽤⽆限⼩数来表⽰实数的基础知识．但我们这⾥将

说明这样的表⽰是可以从实数公理推导出来的．

依据熟悉的书写习惯，负实数与其对应的正实数（两者具有相同的绝对值）在表⽰上使

⽤相同的数字，只不过前⾯多了个负号．利⽤公理 I4，我们可以在负实数⼦集与正实数⼦集

间建⽴⼀⼀对应．因此为简单起见，我们下⾯只处理正实数的情况．
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记 A 为任意⾮负整数，a1, a2, · · · , an, · · · 为⽆限整数数列，每⼀项的取值只能是 0，1，
2，3，4，5，6，7，8，9 这⼗个数中的⼀个．我们将它们合起来写作 A.a1a2a3 · · ·，称其为⽆

限⼩数．这不过是将⽆限数列换种写法罢了．现在我们来看看怎么把它和实数联系起来．⾸

先对任意的 n，我们定义

αn = A +
a1

10
+ · · ·+ an

10n . (5.5)

显然，数列 α1, α2, · · · , αn, · · · 是递增的．现在来证明它也是有界的．因为 ai ≤ 9，所以

a1

10
+

a2

102 + · · ·+ an

10n ≤ 9
10

(
1 +

1
10

+ · · ·+ 1
10n−1

)
.

利⽤等⽐数列求和公式，有

1 +
1

10
+ · · ·+ 1

10n−1 =
1 − 1/10n

1 − 1/10
<

10
9

.

因此就得到了
a1

10
+

a2

102 + · · ·+ an

10n < 1, (5.6)

即有 αn < A + 1．

依据定理 29，数列 α1, α2, · · · , αn, · · · 有极限 α．于是我们把 α 当作与⽆限⼩数对应的

实数，记作

α = A.a1a2 · · · an · · · . (5.7)

有时我们也说 α 等于⽆限⼩数 A.a1a2 · · · an · · ·，意思很简单，就是 α 等于⽆穷级数的和

A + a1/10 + a2/102 + · · ·．
我们还要继续研究⽆限⼩数和实数间的这个对应．它是⼀⼀对应吗？这⾥⾯包括两个问

题：不同的两个⽆限⼩数能对应同⼀个实数吗？每个实数都有⼀个与之对应的⽆限⼩数吗？

我们先来考虑第⼀个问题．需要⾸先指出的是，有时候确实会有两个不同的⽆限⼩数对

应于同⼀个实数．⽐如考虑⽆限⼩数 0.9999 · · ·，即⼩数点后全是数字 9．它对应哪个实数呢？

根据定义，我们考虑数列 αn = 9/10 + 9/102 + · · ·+ 9/10n．利⽤等⽐数列求和公式很容易

计算这个和式，它等于

9
10

(
1 +

1
10

+ · · ·+ 1
10n−1

)
=

9
10

· 1 − 1/10n

1 − 1/10
=

9
10

· 1 − 1/10n

9/10
= 1 − 1

10n .

因此数列 αn 的极限显然是 1，故 1 = 0.9999 · · ·．但我们又显然有 1 = 1.0000 · · ·，其中⼩数

点后全是数字 0．因此（按照书写形式来说）就有两个不同的⽆限⼩数同时对应于实数 1．
显然我们还能构造出很多这样的例⼦．这样的例⼦⼀般可以这样来构造：令⽆限⼩数形

如 A.a1 · · · ak99 · · ·，即从某个位置（⽐如⼩数点后第 k 位）之后全是数字 9．当然我们假定

ak ̸= 9．然后重复上⾯的论证过程，可知它与⼩数 A.a1 · · · ak1(ak + 1)00 · · ·（从第 k 位之后

全是数字 0）对应同⼀个实数．对于这种从某位之后全是数字 9 的⼩数，我们说它包含 9 循

环．⽆限⼩数与实数的⼀⼀对应对于这种⼩数是不成⽴的．前⾯的论证说明了，⼀个包含 9
循环想⼩数必然会与某个不包含 9 循环的⼩数对应于同⼀个实数．

有些出⼈意料的是，只有上⾯那种特殊的⼩数不满⾜⼀⼀对应．
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定理 30 不同的两个都不含 9 循环的⽆限小数对应于不同的实数．

将⽤⽆限⼩数构造实数的⽅法和通常讨论的实数的精确度概念结合起来，就能很容易的

证明上述定理．将直线分割为若⼲长度皆为 1/10m 的线段，保证线段端点是分母为 10m 的

有理数．因此直线上每个点，即每个实数，都落在其中⼀条线段上．点的位置会告诉我们实

数精确到 1/10m 时会是什么样．如果这个点恰好与那些线段的某个端点重合，即它同时位于

两条线段上，就会产⽣⼀个问题：这个点是算作它左边的线段的呢还是算作它右边的线段的

呢？这个难题正好就是我们前⾯讨论过的⼩数包含 9 循环的问题．我们证明了包含 9 循环的

情形总可以转化为不含 9 循环的情形，因此这⾥也选择把那些特殊的点算到它右边的线段上

去．换句话说，如果⼩数不含 9 循环，那么逐步构造出来的数 αm 和由它们定义的数 α 满⾜

αm ≤ α < αm +
1

10m . (5.8)

由 (5.5) 可知数 αm 是分母为 10m 的有理数．

回忆⼀下，数 α 是数列 αm 的极限．当 n ≥ m 时显然有 αn ≥ αm，因此有 α ≥ αm．假

如 α < αm，那么当 n ≥ m 时有 αn − α = (αn − αm) + (αm − α) ≥ αm − α．根据极限定义，

αn − α 的绝对值在 n 充分⼤时会⼩于任意给定的正数．但前⾯的推导告诉我们，αn − α 的绝

对值不⼩于固定的正数 αm − α ，这就产⽣了⽭盾．

因此 (5.8) 左边的不等式就得到了证明．如果⽤ ≤ 替换右边的不等式中的 <，那不等式

就可以按照相同的⽅法来证明．即当 n > m 时，我们有

αn = αm +
am+1

10m+1 + · · ·+ an

10n = αm +
1

10m

( am+1

10
+ · · ·+ an

10n−m

)
. (5.9)

应⽤不等式 (5.6)，可得 αn < αm + 1/10m．通过与之前⼀样的推理，可得 α ≤ αm + 1/10m．

如果要证明 (5.8) 所要求的关于 < 的不等式，那必须⽤到⼩数 A.a1a2 · · · 不含 9 循环这

个事实．证明因此会有⼀点复杂．我们对某个固定的指标 m 来证明 (5.8) 中右边的不等式．因

为⽆限⼩数 α 不含 9 循环，所以在 am 之后必定存在数字 ak 不等于 9．当 n > k 时，有

αn = αm +
( am+1

10m+1 + · · ·+ ak

10k

)
+
( ak+1

10k+1 + · · ·+ an

10n

)
.

和之前⼀样，仍有
ak+1

10k+1 + · · ·+ an

10n ≤ 1
10k ,

因此

αn ≤ αm +
( am+1

10m+1 + · · ·+ ak + 1
10k

)
.

因为 ak ̸= 9，所以 ak + 1 等于 1, 2, · · · , 9 中的⼀个．

令

c =
am+1

10
+ · · ·+ ak + 1

10k−m .
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由 (5.6) 可知 c < 1．数 c 只与 m 和 k 的选择有关，与 n ⽆关．因此将 αn 换成极限 α，同样

可得

α ≤ αm +
c

10m < αm +
1

10m .

⾄此我们证明了不等式 (5.8)．
由 (5.8) 式⽴即可知，两个不同的⽆限⼩数（都不含 9 循环）不可能对应于同⼀个实数．

假设 A.a1a2 · · · 和 A′.a′1a′2 · · · 都对应于实数 α，则

α′m ≤ α < α′m +
1

10m ,

其中 α′m = A′ + a′1/10 + · · · + a′m/10m．若有 α′m ̸= αm，不妨设 α′m > αm．由关系式可知

α′m < αm + 1/10m，即 α′m − αm < 1/10m．但 αm 和 α′m 都是分母为 10m 的有理数，因此出

现⽭盾．由此可知对所有的 m 都有 α′m = αm．由 αm − αm−1 = am/10m 可知 am 由 αm 唯⼀

确定，所以两个⼩数对应位置上的数都相等．■
现在考虑第⼆个问题：是不是每个实数都有对应的⽆限⼩数？毫⽆疑问，你对这个问题

的答案以及证明的⽅法都已经很熟悉了．我们这⾥只想基于公理确证⼏个寻常的命题．

⾸先注意到每个实数都必定介于某两个相邻整数之间，即存在整数 A 使得 A ≤ α <

A + 1．先假设 α 是正数．根据阿基⽶德公理，存在⾃然数 n 使得 α < n．因为不超过 n 的⾃

然数是有限的，因此满⾜这个性质的最⼩⾃然数是存在的，设其为 m．于是有 m− 1 ≤ α < m．

令 A = m − 1，这就得到了前⾯的结论．如果 α 是负数，设 α′ = −α，然后对 α′ 可以得到

相同的结论：存在 n 使得 n ≤ α′ < n + 1．由公理 IV3 易知 −(n + 1) < α ≤ −n．如果 α′

不是⾃然数，那么令 A = −(n + 1) 可得 A < α < A + 1．如果 α = −n，令 A = −n，则

A ≤ α < A + 1．由此可得，对于任意实数 α，都存在整数 A 使得 A ≤ α < A + 1．这表明

α 可以记作 α = A + ϵ，其中 0 ≤ ϵ < 1．

如果三个数 a1, a2, a3 满⾜ a1 < a2，a2 < a3，那么任⼀满⾜ a1 ≤ α < a3 的数 α 都必满

⾜下列两个条件之⼀：a1 ≤ α < a2 或 a2 ≤ α < a3．对照图5.1可知，这不过是说区间 [a1, a3)

是 [a1, a2) 和 [a2, a3) 的并．说得正式⼀点，这是下列命题的推论：任意 α 都恰好满⾜下列三

图 5.1

条件之⼀：α < a2 或 a2 < α 或 a2 = α．

考虑更⼀般的情形：n 个数 α1, · · · , αn 满⾜ α1 < α2，α2 < α3，…，αn−1 < αn．那么

每个满⾜ α1 ≤ α < αn 的数 α 都必定满⾜某个 αi−1 ≤ α < αi．要证明这个结论，可以对

α1, α2, αn 三个数应⽤前⾯的结论，于是要么 α1 ≤ α < α2 要么 α2 ≤ α < αn．对于后⼀种情

况，可以继续重复之前的论证．最终必定有某个 i 使得 αi−1 ≤ α < αi．
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现在回到正题．我们已经证明了每个实数 α 都可以表⽰成 A + ϵ，其中 A 是整数，0 ≤
ϵ < 1．考虑数 k/10，k 取 0 到 9 这 10 个整数．根据前⾯的结果，必有某个 k 使得 k/10 ≤
ϵ < (k + 1)/10．将这个 k 记为 a1，于是有 ϵ = a1/10 + ϵ1，其中 0 ≤ ϵ1 < 1/10．因此

α = A + a1/10 + ϵ1．继续这个过程，可以得到⼀列数 a1, · · · , an, · · ·，其中 0 ≤ ai ≤ 9，

使得对任意的 n 都有 α = A + a1/10 + · · · + an/10n + ϵn，其中 0 ≤ ϵn < 1/10n．若记

αn = A + a1/10 + · · ·+ an/10n，则上述结论表明数列 α1, α2, · · · , αn, · · · 有极限 α，即⽆限

⼩数 A.a1a2 · · · an · · · 对应于数 α．

之前证明的结论可以总结如下：实数与⽆限小数之间没有⼀⼀对应关系，但不含 9 循环
的⽆限小数与实数可以建立⼀⼀对应．

习题：

1. 证明：实数 α 对应于含 0 循环的⽆限⼩数，当且仅当 α 是有理数 a/b，其中 a、b 是

整数，且 b 的素因数只有 2 和 5．（设 r 是从 0 到 9 中的某个整数，对于⽆限⼩数

α = A.a1a2 · · · an · · ·，如果当 n ≥ n0 时有 an = r，那么就说⽆限⼩数 α 含有 r 循环．）

2. 为得到与有理数 a/b 相对应的⽆限⼩数，只需考虑其分数部分即可，因此不妨假设 0 <

a < b．若 0.a1a2 · · · 是 a/b 对应的⽆限⼩数，则令 αn = a1/10+ a2/102 + · · ·+ an/10n，

试证明 a/b − αn = rn/(10nb)，其中 0 ≤ rn < b，且 rn 满⾜ 10rn−1 = ban + rn．另外

请确证这种计算⽆限⼩数中 an 的⽅法与通常的除法运算是⼀致的．

3. 证明有理数对应的⽆限⼩数是循环⼩数．也就是说，⽆限⼩数必形如 (∗ ∗ · · · ∗)(P)(P) · · ·，
即 ∗ ∗ · · · ∗ 之后全是不断重复的 P，其中 ∗ ∗ · · · ∗、P 都只含有有限多位数，⽐如

(5.34562321)(231)(231)(231) · · ·．P 被称为循环节．（提⽰：利⽤习题 2（也就是除

法运算），并注意 10rn−1 除以 b 得到的余数只有有限多个，因为余数都⼩于 b．）

4. 证明：如果分数 a/b 的分母 b 与 10 互素，那么其对应的⽆限⼩数的⼩数点后全是循环

节．

5. 条件同习题 4，证明：循环节的长度（即其中数码的个数）等于满⾜ b 能整除 10k − 1

的最⼩的 k．

6. 条件同习题 4，证明：循环节的长度不超过 φ(b)．φ(b) 可由第三章的 (3.25) 式得到．

7. 证明：任⼀⽆限循环⼩数都对应⼀个有理数．也就是说，如果设循环节之前的部分为

A.a1a2 · · · an，循环节为 p0p1 · · · pm−1，Q = A + a1/10 + · · · + an/10n，P = p0 +

10p1 + · · ·+ 10m−1pm1，那么⽆限⼩数对应于有理数 Q + P/(10n+1(10m − 1))．

8. 考虑⽆限⼩数 0.1001000100001 · · ·，其中相邻两个 1 之间的 0 的数⽬每次都增加 1 个，

试证明这个⽆限⼩数对应于⼀个⽆理数．
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17 多项式的实根

在前⽂我们已经为实数理论奠定了⼀个⽐较牢固的基础，现在可以⽤它们来得到⼀些关

于实系数多项式的实根⽅⾯的结果．为此，我们⾸先需要研究多项式 f (x) 在单个点 x = a 附

近的性质．

定理 31 对于任⼀多项式 f (x)以及任⼀实数 a，都存在⼀个常数 M使得当 x满⾜ |x − a| ≤ 1

时都有

| f (x)− f (a)| ≤ M|x − a|. (5.10)

回忆⼀下绝对值 |A| 的定义：若 A ≥ 0，则其绝对值为 A；若 A < 0，则绝对值为 −A．

因此 |A| 总是⼀个⾮负数．绝对值的下列⼏个性质都是学校课程中讲过的：

|A + B| ≤ |A|+ |B|, (5.11)

|A + B| ≥ |A| − |B|, (5.12)

|AB| = |A| · |B|. (5.13)

定理 31 告诉我们，当 x 逐渐接近 a 时 f (x) 会越来越接近 f (a)．因此我们可以将 f (a)

看作对 f (x) 的⼀个估计，(5.10) 式给出了相应的误差估计．为证明定理，设 y = x − a，即

x = a + y，然后将其代⼊多项式．多项式的每⼀项 akxk 都变成了 ak(a + y)k，将其展开，合

并同类项之后就得到了⼀个关于 y 的多项式，不妨将其记作 g(y) = c0 + c1y + · · ·+ cnyn．于

是就有 f (x) = f (a + y) = g(y)， f (a) = f (a + 0) = g(0)．由此，(5.10) 就变成了

|g(y)− g(0)| ≤ M|y| (5.14)

对所有满⾜ |y| ≤ 1 的 y 都成⽴．

在这个新形式中，因为 g(0) = c0，所有 g(y)− g(0) 就具有了⾮常简单的表达式 c1y +

· · ·+ cnyn．（由归纳法易知）(5.11) 对任意有限和都成⽴，因此就有

|g(y)− g(0)| = |c1y + · · ·+ cnyn| ≤ |c1y|+ · · ·+ |cnyn|.

根据 (5.13)（它也对任意有限项的乘积都成⽴），有 |ckyk| = |ck| · |y|k，因⽽可得

|g(y)− g(0)| ≤ |c1| · |y|+ · · ·+ |cn| · |y|n.

假设中的 |x − a| ≤ 1 现在变成了 |y| ≤ 1，因此 |y|k ≤ |y|，故当 |y| ≤ 1 时有

|g(y)− g(0)| ≤ (|c1|+ · · ·+ |cn|)|y|.

记 M = |c1|+ · · ·+ |cn|，即知 (5.14) 成⽴，故⽽ (5.10) 成⽴．■
现在我们可以来证明多项式的⼀个⾮常重要的性质了．
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定理 32 (博尔扎诺定理) 如果多项式在 x = a 和 x = b 处的值具有不同的符号，那么多项式

必在这两点之间的某处取值为 0．

定理的意思是说，假如 a < b，且 f (a) 和 f (b) 具有不同的符号，那么必定存在⼀个数 c 满

⾜ a < c < b 以及 f (c) = 0．

定理 32 乍看之下好像是显然的，尤其对多项式 f (x) 的图象（图 5.2）成⽴．定理告诉

我们，图象不可能“跳过”x 轴⽽不与它相交．但事实上，我们是可以画出如图 5.3 这样的图象

的．

图 5.2

图 5.3

因此我们必须要证明多项式的图象不可能是图 5.3 这样的．对于更⼀般的函数，这个性

质涉及到连续性这种更精细的要求．但对于多项式，定理 31 中的简单不等式 (5.10) 就⾜够

了．

这⾥的证明与定理 29 的证明⼀样，仍需要“沙漠中捕狮⼦”的操作．不妨假设 f (a) > 0

以及 f (b) < 0．考虑区间 [a, b]（即满⾜ a ≤ x ≤ b 的实数 x 构成的集合），将其记作 I1．现
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在把区间以中点为界分成长度都等于 r = (a − b)/2 的两部分．如果 f (r) = 0，那么结论成

⽴（取 c = r）．如果 f (r) > 0，那么多项式 f (x) 在 x = r 和 x = b 处的值符号不同，因此

记 I2 = [r, b]．如果 f (r) < 0，那么就记 I2 = [a, r]．⽆论是那种情况，I2 都包含在 I1 ⾥⾯，

且 I2 的长度是 I1 的⼀半．与此同时，多项式 f (x) 在区间的两端取值符号相反（在我们这⾥

就是左端点处函数取正值，右端点处函数取负值）．

这个过程可以继续进⾏下去，要么在某点处找到了函数的⼀个根（因⽽定理得到了证明），

要么继续操作下去．只有后⼀种情形需要进⼀步考虑．在过程中我们得到了⽆限区间套：I1 ⊃
I2 ⊃ · · · ⊃ In ⊃ · · ·，其中 In = [an, bn]，其中每个区间的长度都是其前⼀个区间长度的⼀半，

f (x) 在区间的两个端点处的值符号相反： f (an) > 0 及 f (bn) < 0．现在使⽤第 14 节中对实

数性质的更严格的分析．因为 In ⊃ In+1，且 In+1 = (b − a)/2n，即区间的长度随 n 的变⼤

将变得任意⼩，所以区间套 In 满⾜公理 VII 以及引理 13，因此可知存在唯⼀的 c 被所有的

区间所包含，即

an ≤ c ≤ bn. (5.15)

这就是定理中所要求的数 c，即肯定有 f (c) = 0．下⾯就来证明这⼀点．

按前⾯所述，总有 f (an) > 0．根据 (5.15) 有 0 ≤ c − an ≤ bn − an．因为 bn − an =

(b − a)/2n−1，所以当 (b − a)/2n−1 < ϵ 时就有 |an − c| < ϵ．对于任意 ϵ > 0，当 n ⾜够⼤

总有 (b − a)/2n−1 < ϵ．这说明数列 a1, a2, · · · 的极限是 c．我们由此来证明 f (an) 的极限

是 f (c)．为了说明当 m 充分⼤之后有 | f (am)− f (c)| < ϵ，我们使⽤不等式 (5.10)．因为 am

可以⽆限趋近 c，所以当 m 充分⼤时有 |am − c| < 1，因此可得 | f (am)− f (c)| < M|am − c|．
如果有 M|am − c| < ϵ，即 |am − c| < ϵ/M，则必有 | f (am)− f (c)| < ϵ．但这⼀条件前⾯已

经证明过了，因此 f (am) ⽆限趋近于 f (c)．

⼀列正数⽆限趋近于 f (c)，这能说明什么呢？这告诉我们必有 f (c) ≥ 0．假如 f (c) 是

个负数，因为 f (an)− f (c) > − f (c)，所以 | f (an)− f (c)| > − f (c)．取 ϵ < − f (c)，则得到

| f (an)− f (c)| > ϵ，这与 f (c) 是 f (an) 的极限这⼀结论相⽭盾．

上⾯的推理告诉我们 f (c) ≥ 0．同理，由 f (bn) < 0 可得 f (c) ≤ 0．因此只可能是⼀种

情况： f (c) = 0．■
上⾯我们使⽤了⼀种全新的推理⽅式来证明定理．我们实际上证明了多项式 f (x)（在适

当条件下）的根的存在性，但我们并没有使⽤什么公式（⽐如⼆次⽅程的求根公式）⽽是借

助了区间套公理．与此同时，它也远不仅是那种纯粹的“存在性定理”，即我们只知道某性质存

在，其余⼀概不知．⽐如说，通过“增减”操作来构造⼀系列的 an 和 bn，我们可以在⼀定精度

内找出根 c．

对于具体的多项式，博尔扎诺定理能让我们获得更多的信息．⽐如考虑 f (x) = x3 − 7x +

5，我们可以构造如下的表格：
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x −3 −2 −1 0 1 2 3

f (x) −1 11 11 5 −1 −1 11

易知 f (x) 在区间 [2, 3]、[0, 1] 和 [−3,−2] 的两端点的值符号相反．因此根据博尔扎诺定理，

这三个区间中都各存在⼀个根，因此多项式 f (x) ⾄少有三个根．但多项式的次数是 3，因⽽

由定理 14 可知它不可能有三个以上的根．结合这两点可知 f (x) 恰有三个根，且分别被包含

在前⾯那三个区间之中．

对其他⼀些特定的多项式，博尔扎诺定理也能给出确切的答案．⼀类重要的情形是多项

式 xn − a，它们的根称为 a 的 n 次根（记作 n
√

a）．先来考虑 a > 0 的情形．此时多项式在

x = 0 处取负值 −a．另外很容易找到 x = c 使得 f (c) > 0．⽐如取 c = a + 1，由公理组 IV
易知 cn > a 及 f (c) > 0．根据博尔扎诺定理，多项式在区间 [0, c] 上有⼀个根．如果 a < 0

且 n 为偶数，那么多项式显然没有根：xn ≥ 0，且 xn − a > 0；如果 n 是奇数，令 x = −y，

则有 xn − a = −yn − a = −(yn + a)．如前所⽰，多项式 yn + a（其中 a < 0）有根，因此多

项式 xn − a 也有根．在学校的课程中这些推理都省略了（因为缺乏实数的坚实基础），不过那

⾥也告诉了我们，当 n 是奇数时，多项式 xn − a 的根的数⽬不多于⼀个（其实只有⼀个根）；

当 n 为偶数，且 a > 0 时，xn − a ⾄多只有两个符号相异的根（其实只有两个根）．特别地，

我们这⾥⾸次证明了实数
√

2 的存在性．

但对于某些多项式，博尔扎诺定理可能什么信息都给不出．考虑多项式 x2 − x + 2．由⼆

次⽅程求根公式可知这个多项式没有根．如果多项式在 x 为 0，±1，±2，…时取值，得到的

全是正数，因此博尔扎诺定理给不出任何有效信息．为此，我们还需要对多项式加以进⼀步

的研究．

定理 31 说明的是当 x 靠近 a 时函数值的状态．现在我们证明⼀个类似的结果，不过此

时考察的是 x（绝对值）⾜够⼤的情形．

定理 33 对于多项式 f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn，存在常数 N > 0，使得当 |x| > N 时有

|a0 + a1x + · · ·+ an−1xn−1| < |anxn|. (5.16)

将不等式 (5.16) 的两侧同时除以 |x|n，并令 y = 1/x，则不等式变为

|an−1y + · · ·+ a0yn| < |an|. (5.17)

记 g(y) = an−1y + · · · + a0yn，对其应⽤定理 31 可得，存在 M 使得当 |y| < 1 时有

|g(y)| < M|y|．再取 y 使得 M|y| < |an|．由此可知，当 |y| < |an|/M 且 |y| < 1 时，不等

式 (5.17) 成⽴，从⽽不等式 (5.16) 在 |x| > M/|an| 且 |x| > 1 时成⽴．■
由定理 33 可以得到⼀系列有⽤的结论．注意到在满⾜定理中的条件时（即 |x| > N），必

有 | f (x)| > 0．这由 (5.12) 可以⽴即得到：

| f (x)| = |a0 + a1x + · · ·+ anxn| ≥ |anxn| − |a0 + a1x + · · ·+ an−1xn−1|. (5.18)
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依据定理 33，有 | f (x)| > 0．

这说明当 |x| > N 时，多项式 f (x) 没有根．换句话说， f (x) 的所有根（假如存在的话）

则必定都位于区间 |x| ≤ N 之内．更进⼀步，正如定理 33 的证明所⽰，（当 an = 1 时）我

们可以取 N 为 |a0|+ · · ·+ |an−1| 和 1 这两数中的最⼤值．这样的 N 我们称之为多项式根

的界．以 x3 − 7x + 5 为例，可以取 N = 12．于是这⼀多项式的所有根都在 −12 和 12 之间．

在上页我们已知所有的根都在 −3 到 3 之间．

其实由定理 33，我们得到的结论远不⽌于此．为计算 a0 + a1x + · · ·+ an−1xn−1 + anxn，

我们需要将 a0 + a1x + · · ·+ an−1xn−1 和 anxn 两个数相加．在 |x| > N 时，前者的绝对值⼩

于后者．因⽽整个和式的符号由第⼆项的符号决定．这样我们就得到了下⾯的推论：

推论 1 设 N 为定理 33中确定的根的界，则当 |x| > N 时，多项式 f (x) 的值与首项 anxn 有

相同的符号．

我们现在考虑奇次多项式．因为在 x > 0 时⾸项 anxn 与 an 有相同的符号，在 x < 0 时

两者符号相反．所以根据推论 1 可知，当 x > N 和 x < −N 时多项式取相反的符号（即 an

和 −an 的符号）．由博尔扎诺定理可知，多项式在此之间⾄少有⼀个根．由此得到了下⾯了

推论：

推论 2 任⼀奇次多项式⾄少有⼀个根．

这是⼀个出⼈意料的结论．之前我们知道，⼆次多项式（⽐如 x2 + 1）是可以没有实数

根的．可以猜测，很可能在⾼次（三次、四次等）时仍有这种情形出现．但现在这个推论告诉

我们，三次多项式必定有根．现在情况就要复杂多了：多项式有没有实数根不仅依赖于多项

式的次数，还依赖与次数的奇偶性．

最后我们再考虑多项式的⼀个性质，它可以帮助我们研究⼀些具体情形．定理 31 已经告

诉了我们当 x − a 很⼩时 f (x)− f (a) 的绝对值有怎样的性质．现在我们来研究 f (x)− f (a)

的符号．为此我们⾸先需要排除 x = a 是导数 f ′(x) 的根的情况．那些被排除的 a 可以很容

易按照相同的⽅法来研究，但我们暂时不需要考虑这些．

定理 34 给定多项式 f (x)和数 a，其中 a不是导数 f ′(x)的根（即 f ′(a) ̸= 0）．如果 f ′(a) > 0，

则对于在 a 左侧且接近 a 的那些 x，必有 f (x) < f (a)；对于在 a 右侧且接近 a 的那些 x，必

有 f (x) > f (a)．如果 f ′(a) < 0，则对于在 a 左侧且接近 a 的那些 x，必有 f (x) > f (a)；对

于在 a 右侧且接近 a 的那些 x，必有 f (x) < f (a)．

这说明存在⼀个⾮常⼩的数 ϵ > 0（它依赖于 f (x) 和 a），使得当 f ′(a) > 0 时，若

a − ϵ < x < a 则 f (x) < f (a)；若 a < x < a + ϵ，则 f (x) > f (a)．当 f ′(a) < 0 时，若

a − ϵ < x < a 则 f (x) > f (a)；若 a < x < a + ϵ，则 f (x) < f (a)（见图 5.4 和 5.5）．
证明很简单．依据贝祖定理，多项式 f (x)− f (a) 可以被 x − a 整除，因此有

f (x)− f (a) = (x − a)g(x, a), (5.19)
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图 5.4

图 5.5

其中多项式 g(x, a) 的系数依赖于 a．当 x = a 时，多项式 g(x, a) 等于 f ′(a)（这就是我们对导

数的定义，见 (2.14) 式）．因为 f ′(a) ̸= 0，所以 g(a, a) = f ′(a) ̸= 0．设多项式 g(x, a) 的根中离

a 最近的根为 x0，取 ϵ > 0 为⼩于 a 与 x0 差值的任⼀实数，则 g(x, a) 在区间 [a − ϵ, a + ϵ] 上

恒不为 0．因此在这个区间上函数 g(x, a) 的符号都与 x = a 时的函数值 g(a, a) 的符号相同：

如果函数值出现两种不同的符号，那么根据博尔扎诺定理，函数在此区间上必定可以取到 0，
这与 ϵ 的选择相⽭盾．这个结论其实已经包含了定理 34．我们以 f ′(a) > 0 为例来说明⼀下．

此时 g(a, a) = f ′(a) > 0，于是由上⽂可知当 a − ϵ < x < a + ϵ 时有 g(x, a) > 0．(5.19) 中

的另⼀个因式 x − a 的符号很容易确定：当 a − ϵ < x < a 时有 x − a < 0；当 a < x < a + ϵ

时有 x − a > 0．因此根据 (5.19) 式可知，当 a − ϵ < x < a 时有 f (x) − f (a) < 0；当

a < x < a + ϵ 时有 f (x)− f (a) > 0．对于 f ′(a) < 0 的情形同理可证．■
上述定理有⼀个很有趣的推论：

定理 35 (罗尔定理) 对于任⼀⽆重根的多项式，在其任意两个相邻的根之间都可以找到其导
数的⼀个根．

我们假设多项式没有重根只是为了简化论证．

设 α 和 β 是多项式 f (x) 相邻的两个根（即它们之间再没有其他的根），且 α < β．因为假
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图 5.6：不可能

图 5.7：可能

定多项式没有重根，所以 α 和 β 都不是重根，因此根据定理 16 有 f ′(α) ̸= 0，f ′(β) ̸= 0．不妨

设 f ′(α) > 0，我们来证明 f ′(β) < 0．假如 f ′(β) > 0，那么根据前⼀定理，当 α + ϵ > x > α

时有 f (x) > f (α) = 0，当 β − ϵ < y < β 时有 f (y) < f (β) = 0．由此根据博尔扎诺定理可

知，多项式 f (x) 在 x 和 y 之间（即区间 [α, β] 上）⾄少有⼀个根．这与前⾯要求的 α 和 β

是相邻的两个根相⽭盾．因此得到了 f ′(β) < 0．再根据博尔扎诺定理可知，多项式 f ′(x) 在

α 和 β 之间⾄少有⼀个根．⾄于 f ′(α) < 0 的情形，同理可证．■
在 f ′(α) > 0 时，关于 f ′(α) 和 f ′(β) 的符号，不可能的情形与可能的情形分别如图 5.6

和图 5.7 所⽰．

在本节的最后，我们来说明前⾯证明的那⼏个定理已经⾜够⽤来判断三次多项式的根的

数⽬的情况．在第 6 节我们知道任⼀三次⽅程都有⼀个等价形式 x3 + ax + b = 0．我们下⾯

就考虑这种形式的⽅程．

⾸先来解决重根的问题．在第 5 节中我们已经证明，重根皆是多项式与其导数的公共根．

根据第 2 节的 (2.16) 式，多项式 f (x) = x3 + ax + b 的导数为 f ′(x) = 3x2 + a．如果 a > 0，

那么导数没有根，因⽽多项式 f (x) 没有重根．如果 a < 0，记 δ 为多项式 3x2 + a 的正

根（即 δ = +
√
−a/3）．因此多项式 f (x) 的重根只可能等于 δ 或 −δ．多项式可以变形作

f (x) = (x2 + a)x + b，当 x = ±δ 时，有 x2 = −a/3，x2 + a = 2a/3．于是多项式有重根就

相当于 ±δ(2a/3) = −b 或 δ2(4a2/9) = b2．因为 δ2 = −a/3，所以就得到了 −4a3/27 = b2
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图 5.8

或 4a3 + 27b2 = 0．如果系数 a、b 满⾜这个条件，那么多项式 f (x) 就有重根 α，因⽽多项式

可以写作 (x − α)2g(x)．易知 g(x) 是⼀次多项式，所以它必定有根 β．由此可知，多项式有

两个相等的根 α 以及另⼀根 β．

现在考虑多项式 f (x) 没有重根的情形，即 4a3 + 27b2 ̸= 0．依据定理 33 的推论 2，多项

式 f (x) ⾄少有⼀个根 α．如果它还有根 β，那么多项式必定能被 (x − α)(x − β) 整除，即可

以写作 (x − α)(x − β)g(x)，其中 g(x) 是⼀次多项式，因⽽有根 γ．这样的话，多项式 f (x)

就有三个根：α、β 和 γ．三次多项式的根不可能多于三个，因⽽只可能有两种情况：多项式

只有⼀个根，或者多项式有三个根．在给定系数 a 和 b 的情况下，我们需要确定多项式 f (x)

到底会出现那种情况．

假定多项式 f (x) 有三个根 α、β 和 γ，不妨设 α < β < γ．这说明多项式没有⼩于 α 和

⼩于 γ 的根．但依据定理 33 的推论 1，存在数 N，当 x ≥ N 时多项式的值与⾸项 x3 的值

有相同的符号，即值为正．同理有当 x ≤ −N 时值为负．这表明当 x < α 时恒有 f (x) < 0，

当 x > γ 时恒有 f (x) > 0（如图 5.8）．
因为对任意 ϵ > 0，当 α − ϵ < x < α 时有 f (x) < 0，所以根据定理 34，有 f ′(α) > 0，由

此又知存在 ϵ1 > 0 使得当 α < x < α + ϵ1 时有 f (x) > 0．因为 f (x) 在 α 和 β 之间没有根，

所以根据博尔扎诺定理，此范围内函数值都有相同的符号，即当 α < x < β 时有 f (x) > 0．

同理可知，当 β < x < γ 时有 f (x) < 0．根据定理 35，导数 f ′(x) 的根在 α 与 β 以及 β 与

γ 之间．因为 f ′(x) = 3x2 + a，当 a > 0 时导数⽆根，此时多项式 f (x) 不可能有三个根．若

a = 0，则 f (x) = x3 + b．前⾯已知这个多项式只有⼀个根．若 a < 0，导数 f ′(x) = 3x2 + a

有两个根：δ > 0 和 −δ < 0（此处 δ = +
√
−a/3）．因此有 α < −δ < β < δ < γ．因为多项

式在 α 和 β 之间恒为正，在 β 和 γ 之间恒为负，故有

f (−δ) > 0, f (δ) < 0. (5.20)

反之，如果满⾜关系式 (5.20)，那么根据博尔扎诺定理，多项式 f (x) 在 −δ 和 δ 之间有



55555

128 第五章 实数与多项式（主题：数与多项式）

⼀个根．设此根为 β．根据定理 33 的推论 1，对充分⼤的 x 多项式的值为正，对⾜够⼩的 x

多项式的值为负．再次利⽤博尔扎诺定理，多项式有⼀根⼩于 −δ，有⼀根⼤于 δ．分别设这

两根为 α 和 γ．因此由 (5.20) 式可知，多项式有三个根：α、β 和 γ．换句话说，(5.20) 式是

多项式 f (x) 有三个（不相等）根的充要条件．除这种情况外，多项式只有⼀个根．

上⾯的说明可以算是完成任务了．不过我们可以将 (5.20) 式加以简化．因为 f (x) = (x2 +

a)x + b 以及 3δ2 + a = 0，δ2 = −a/3，则

f (±δ) = (δ2 + a)(±δ) + b = ±δ
2a
3

+ b.

于是关系式 (5.20) 就变为

−2a
3

δ + b > 0,
2a
3

δ + b < 0,

或
2aδ

3
< b < −2aδ

3
.

它们都等价于 b2 < 4a2δ2/32．因为 4a2δ2/32 = −4a3/(27b2)，所以 (5.20) 等价于不等式

4a3 + 27b2 < 0．

综上所述，我们有了最终的结论：若 4a3 + 27b2 < 0，多项式 x3 + ax + b 有三个（不相

等）的根；若 4a3 + 27b2 = 0，多项式有两个相等的根以及另外⼀根；若 4a3 + 27b2 > 0，则

多项式只有⼀个根．

容易理解，这⾥所有的结论都是关于三次多项式的．对于任意次多项式，我们也可以做

类似的研究，但论述要复杂得多，我们将其作为补充内容．

习题：

1. 在第⼀章结尾，我们证明了多项式 x3 − 7x2 + 14x − 7 没有有理数根．因⽽如果多项式

有根，必定都是⽆理数根．试确定这个多项式根的数⽬，以及各个根相应的符号．另外

再说明⼀下每个根位于哪两个相邻整数之间．

2. 证明多项式 x4 + ax + b（a、b 不同时为 0）要么没有根要么有两个根，并确定每种情形

发⽣时 a、b 需要满⾜的条件．

3. 证明任⼀偶数次多项式的根的数⽬都是偶数，奇数次多项式的根的数⽬都是奇数（根的

重数也计算在内）．

4. 证明：对于多项式 xn + ax + b，如果 n 是偶数，则多项式要么没有根要么只有两个根；

如果 n 是奇数，则多项式要么有⼀个根要么有三个根．请确定每种情形发⽣时 a、b 需

要满⾜的条件．

5. 对于多项式 xn + axn−1 + b，试根据 n、a 和 b 的情况确定多项式的根的个数．
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6. 证明当 x ⾜够⼤时，任意多项式 |(x)| 的值都可以变得充分⼤．

7. 记 |a0|, · · · , |an−1| 中的最⼤值为 M，N = 1 + M/|an|，则多项式 f (x) = a0 + a1x +

· · · + anxn 的根都在 −N 和 N 之间．（提⽰：利⽤不等式 |a0 + · · · + an−1zn−1| ≤
M(1 + |z|+ · · ·+ |z|n−1)．）

8. 若多项式满⾜ an > 0，当 i = 1, · · · , n − 1 时 ai ≤ 0 以及 a0 < 0，则多项式只有⼀个正

根．（提⽰：将 f (x) 写作 anxn
(

1 +
an−1

anx
+ · · ·+ a0

anxn

)
，探究当 x 为正且递增时，表

达式
an−k

anxk 是递增还是递减．）

9. 对于多项式 f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn，若 n 为正偶数则 an = 0，若 n 为奇数则

an > 0，试证明这样的多项式只有⼀个根．

10. 试应⽤我们在本节末尾所使⽤的论证⽅法来说明⼆次多项式 x2 + px + q 何时没有实数

根，何时有⼀个根，何时有两个根．

11. 计算
√

π，精确到百分位．

补充：斯图姆定理

此处我们介绍⼀种⽅法，它可以确定任意多项式 f (x) 在给定区间 [a, b] 上有多少个根．

其思想源于这样⼀个事实：对于单个的多项式 f (x)，我们很难将它的性质与其他更低次数的

多项式的性质联系起来；但对于⼀组多项式 f (x) 和 g(x)，有⼀种将它们联系起来的⽅法倒

是众所周知：对两者做带余除法，得 f (x) = g(x)q(x) + r(x)．以此可以将多项式对 ( f , g) 转

化为 (g, r)．重复这个过程，即可找出多项式 f 和 g 的最⼤公因式．这就是之前讲过的欧⼏

⾥得算法．

⽐如，利⽤这个⽅法可以将多项式 f 和 g 的公共根是否存在的问题转化为低次多项式 g

和 r 的公共根是否存在的问题，最后将问题变为低次多项式 gcd( f , g) 的根是否存在的问题．

这种⽅法当然可以也应⽤于任意多项式及其导数，以此可以研究多项式是否存在重根．在第

⼆章我们就⽤的这个⽅法．接下来我们做这样⼀件事：⾸先借助带余除法研究多项式对 ( f , g)

的根的某些特别的性质，然后将这些性质应⽤于由多项式及其导数构成的多项式对．由此可

以找到我们感兴趣的那个问题的答案．

先对多项式 F(x) 做个简单的分析．设多项式有根 α，且其重数为 k．依据重数的定义（见

第 5 节），我们有

F(x) = (x − α)kG(x), (5.21)

其中 G(α) ̸= 0．设 G(x) 的诸根中离 α 最近的是 x0，取正数 ϵ < |α − x0|，于是 G(x) 在区间

[α − ϵ, α + ϵ] 上不变号．假如区间上有两数 x 和 y 使得 G(x) 和 G(y) 符号相反，那么根据博
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尔扎诺定理，多项式 G 在 x 和 y 之间有⼀个根．但我们选择的 ϵ 保证了 G 在 [α − ϵ, α + ϵ]

上没有根．特别的⼀点是，对于区间 [α − ϵ, α + ϵ] 上的所有 x，G(x) 都和 G(α) 符号相同．

若 k 为偶数，则由 (5.21) 可知，对于区间 [α − ϵ, α + ϵ] 上的所有 x，多项式 F(x) 的值都和

G(α) 符号相同．两种可能的函数图象如图 5.9 所⽰．

图 5.9

再来考虑重数 k 是奇数的情形．(5.21) 告诉我们，若 G(α) > 0，当 α − ϵ ≤ x < α 时有

F(x) < 0，当 α < x ≤ α + ϵ 时有 F(x) > 0．反之，若 G(α) < 0，当 α − ϵ ≤ x < α 时有

F(x) > 0，当 α < x ≤ α + ϵ 时有 F(x) < 0．若是第⼀种情形（即 G(α) > 0），就称 α 是增

性根；若是第⼆种情形（即 G(α) < 0），就称 α 是减性根．可能的图象如图 5.10 所⽰．

图 5.10：左图应该是 G(α) > 0，待修正

定义 设实数 a 和 b 都不是多项式 F(x) 的根，将多项式在区间 [a, b] 上的增性根的数目与减

性根的数目的差值称为多项式 F(x) 在区间 [a, b] 上的特征，记作 [F(x)]ba．

⽐⽅说对于图 5.11 中的多项式 F(x)，它有 3 个增性根，2 个减性根，所以 [F(x)]ba = 1．

简⽽⾔之，随着 x 的增⼤，在增性根附近多项式由负值变为正值；在减性根附近多项式

正值变为负值．根据定义，增性根的后⾯必是减性根（重数是偶数的情形不予考虑）．因此多
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图 5.11

项式的特征可由 F(a) 和 F(b) 的符号来确定：

[F(x)]ba =


0 若 F(a) 和 F(b) 符号相同

1 若 F(a) < 0 且 F(b) > 0

−1 若 F(a) > 0 且 F(b) < 0

对此我们可以打个这样的⽐⽅：乘车来回往返于法国和德国．从法国去往德国与从德国

去往法国这两者的次数相差多少呢？若开始出发和最后回到的是同⼀个国家，那么两个次数

显然是相等的；如果从法国出发最后留在德国，那么差值为 1；如果从德国出发最后留在法

国，那么差值为 −1．若以 x 轴上⽅的区域表⽰法国，下⽅表⽰德国，那么⾏车路线图⼤致与

图 5.11 ⼀样．

由上可知，多项式 F(x) 在给定区间上的特征由其在端点处的值来决定．按照定义，特征

是与多项式的根是相联系的．多项式的根很难查找，但特征却很容易计算出来．

现在考虑两个多项式 f 和 g，并假设两者没有公共根，且 f 在 x = a 和 x = b 处不为 0．
显然多项式 f 的根也是多项式 f g 的根，那么这些根中必定有部分是 f g 是增性根，有部分

是 f g 的减性根．我们将前者数⽬与后者数⽬的差值称为多项式 f (x) 在区间 [a, b] 上相对于

g(x) 的特征，记作 ( f , g)b
a．

引进上述定义的主要原因在于下⾯这个定理．

定理 36 假设多项式 f (x) 在区间 [a, b] 上没有重根，且在端点 a 和 b 处多项式的值不为零，

那么特征 ( f , f ′)b
a 等于多项式 f (x) 在区间 [a, b] 上的根的个数．

这个定理是定理 34 的简单推论．我们只需说明多项式 f (x) 的所有根都是多项式 f f ′ 的

增性根，然后按照特征的定义就证明了定理．根据定理 16，多项式 f 和 f ′ 没有公共根．如

果 α 是 f 的根，且 f ′(α) > 0，那么根据定理 34，α 是 f (x) 的增性根．再因为对于⾮常接近

α 的 x 有 f ′(x) > 0，所以 α 也是 f (x) f ′(x) 的增性根．若 f ′(α) < 0，那么 α 是 f (x) 的减

性根．再因为对于⾮常接近 α 的 x 有 f ′(x) < 0，所以 α 仍是 f (x) f ′(x) 的增性根．■
特征可以由带余除法计算出来．我们先来考察特征的⼏个简单性质．
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1. ( f ,−g)b
a = −( f , g)b

a．

这很明显．当给多项式 g 乘以 −1 时， f g 的增性根就变成了减性根．反之亦然．

2. 若 g(a) ̸= 0 且 g(b) ̸= 0，则 ( f , g)b
a + (g, f )b

a = [ f g]ba．

这个结论也是显然的．根据假设，多项式 f 和 g 没有公共根．因此 f g 的根可以分为 f

的根和 g 的根．多项式 f g 的增性根（减性根亦然）的个数等于多项式 f 与多项式 g 的根中

亦为 f g 增性根的那些根的个数之和．由此证明了结论．

3. 若多项式 g 和 h 在 f 的根处取值都相等（即若 α 满⾜ f (α) = 0，则有 g(α) = h(α)），

则

( f , g)b
a = ( f , h)b

a.

对于多项式 f (x) 的根 α，由 g(α) = h(α) 可知，α 同时是多项式 f g 和 f h 的增性根或

减性根．

4. 设多项式 f 可被多项式 g 整除，则多项式 g 的根就是 f 和 g 的公共根．但根据条件，

是 f 和 g 没有公共根，这说明多项式 g 不能有根．由此可知多项式 f 和 f g 有相同的根，故

有

( f , g)b
a = [ f g]ba.

现在来论述如何计算特征 ( f , g)b
a．⽤ g 除 f，可得

f = gq + r. (5.22)

依据性质 2，有 ( f , g)b
a = −(g, f )b

a + [ f g]ba．另⼀⽅⾯，由 (5.22) 可知，当 g(α) = 0 时有

f (α) = r(α)．所以依据性质 3，有 (g, f )b
a = (g, r)b

a．将两者结合起来可得

( f , g)b
a = −(g, r)b

a + [ f g]ba. (5.23)

(5.23) 已经解决了我们的问题，因为它将特征 ( f , g)b
a 的计算转化为 (g, r)b

a 的计算，g 和

r 是次数较低的多项式．同时，[ f g]ba 由多项式 f 和 g 在区间 [a, b] 的端点 a、b 处的取值决定．

这⾥将多项式对 ( f , g) 转化为低次多项式对的过程，与之前求多项式 f 和 g 的最⼤公因

式的过程是⼀样的．算法的最后，我们会得到两个多项式 u 和 v，其中 u 可以被 v 整除．此

时，特征将由性质 4 来确定．

下⾯再从两个⽅⾯来完善我们的结果．⼀⽅⾯，我们将由欧⼏⾥得算法得到的最终结果

写成更简洁的形式；另⼀⽅⾯，要保证前⾯的操作可⾏，需要 f 和 g 所满⾜的条件也必须对

g 和 r 成⽴，后续也都要如此．我们将说明这⼀额外限制其实可以忽略．

这样的限制条件有两个：(1) 多项式 f 和 g 没有公共根；(2) 同时满⾜ f (a) ̸= 0 且

f (b) ̸= 0．从多项式对 ( f , g) 转化为 (g, r) 时第⼀个条件仍然是满⾜的．这由 (5.22) 很容易

看出来：多项式 g 和 r 的公共根必然也是 f 的根，但根据条件 1， f 和 g 没有公共根．条件

2（ f (a) ̸= 0、 f (b) ̸= 0）可能在 g 或 r 上得不到满⾜，也可能在后续的某个多项式上得不到

满⾜．因此我们要额外假设算法过程中所有相关多项式都满⾜条件 2．
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先来对之前的答案 (5.23) 稍微做个变形．令 f1 表⽰ f， f2 表⽰ g， f3 表⽰ −r．由性质

1，(5.23) 可变为

( f1, f2)
b
a = ( f2, f3)

b
a + [ f1 f2]

b
a, (5.24)

同时 (5.22) 变为（⽤ q1 替换 q）

f1 = f2q1 − f3.

考虑到将多项式的次数变低，因此如何不断利⽤ (5.24) 式做计算就很清楚了．从 f1 和 f2 开

始，（假定 fi−1 与 fi 已得到定义）归纳定义 fi+1 如下

fi−1 = fiqi1 − fi+1, (5.25)

其中 fi+1 的次数低于 fi 的次数．显然 fi+1 与带余除法得到的多项式只相差⼀个负号．若⼲

步之后，我们将得到（不考虑符号的情况下）等于 gcd( f1, f2) 的多项式 fk．

对 f2 和 f3 应⽤ (5.24)，可得

( f2, f3)
b
a = ( f3, f4)

b
a + [ f2 f3]

b
a.

以此替换 (5.24) 中的 ( f2, f3)
b
a，有

( f1, f2)
b
a = ( f3, f4)

b
a + [ f1 f2]

b
a + [ f2 f3]

b
a.

同理可得

( fi−1, fi)
b
a = ( fi, fi+1)

b
a + [ fi−1 fi]

b
a.

我们将多项式序列 f1, f2, · · · , fk 称为多项式 f1 和 f2 的斯图姆序列．找出斯图姆序列的

过程与计算 f1 和 f2 的最⼤公因式的过程⼏乎⼀模⼀样（只是余式的符号作下变动）．通过斯

图姆序列很容易就可以算出特征 ( f1, f2)
b
a．

将算法操作 k − 2 次，且根据性质 4 有 ( fk−1, fk)
b
a = [ fk−1 fk]

b
a，因此可得

( f1, f2)
b
a = [ f1 f2]

b
a + [ f2 f3]

b
a + · · ·+ [ fk−1 fk]

b
a. (5.26)

当然，为了持续应⽤ (5.24)，我们需要假设对 i = 1, 2, · · · , k 都有 fi(a) ̸= 0 且 fi(b) ̸= 0．

利⽤之前计算 [F(x)]ba 的⽅法可以计算出 [ f g]ba．令 F = f g，则有

[ f g]ba =


0 f (a)g(a) > 0 且 f (b)g(b) > 0，或 f (a)g(a) < 0 且 f (b)g(b) < 0

1 f (a)g(a) < 0 且 f (b)g(b) > 0

−1 f (a)g(a) > 0 且 f (b)g(b) < 0

给定两个⾮零的数 A 和 B，如果两数异号，那么说数对 (A, B) 变⼀次号；如果两数同

号，那么数对 (A, B) 不变号．我们可以⽤这个记号来为 [ f g]ba 的取值建⼀个表格．设 m 表⽰

数对 ( f (a), g(a)) 变号的次数（因⽽取值为 0 或 1），n 表⽰数对 ( f (b), g(b)) 变号的次数，可

得如下表格
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[ f g]ba m n

0 0 0

0 1 1

1 1 0

−1 0 1

易知在所有情况下都有 [ f g]ba = m − n．将这个等式应⽤于 (5.26)，设 mi 表⽰ ( fi(a), fi+1(a))

变号的次数，ni 表⽰ ( fi(b), fi+1(b)) 变号的次数，于是 (5.26) 变为

( f1, f2)
b
a = m1 − n1 + m2 − n2 + · · ·+ mk−1 − nk−1

= (m1 + · · ·+ mk−1)− (n1 + · · ·+ nk−1).
(5.27)

数 m1 + · · ·+ mk−1 是什么呢？按次序列出 f1(a), f2(a), · · · , fk(a)，然后将每个数与后

继的数相⽐，看看总共变号了多少次，这个数⽬就是 m1 + · · · + mk−1．⼀般的，给定⼀列

⾮零的数 A1, · · · , Ar，统计出所有与其后继数符号不同的数的个数，这个数⽬称为序列的变

号次数（值介于 0 到 r − 1 之间）．⽐如序列 1, −1, 2, 1, 3, −2 的变号次数就是 3．因此可

以说 m1 + · · · + mk−1 是序列 f1(a), f2(a), · · · , fk(a) 的变号次数，n1 + · · · + nk−1 是序列

f1(b), f2(b), · · · , fk(b) 的变号次数．这样我们可以把 (5.27) 总结为下述定理．

定理 37 如果多项式 f1 和 f2 没有公共根，且它们的斯图姆序列 f1, · · · , fk 中的所有多项式在

a 和 b 处的值都不为零，那么特征 ( f , g)b
a 就等于斯图姆序列在 a 和 b 处的变号次数之差．

要求 i = 1, · · · , k 时都有 fi(a) ̸= 0 且 fi(b) ̸= 0 在应⽤中太不⽅便了，我们希望取消

这个限制．不过 f1(a) ̸= 0 和 f1(b) ̸= 0 还是需要的．为此我们将变号次数这个概念做些推

⼴．如果序列 A1, · · · , Ar 中某些数是 0，我们将这些 0 去掉，但不改变其余数的顺序，这

样就得到了新的序列．我们将这个新序列的变号次数作为原序列的变号次数．⽐如去掉序列

1, 0, 2, −1, 0, 3, 1 中的 0 可得新序列 1, 2, −1, 3, 1，其变号次数为 2，因此（按定义）原序

列的变号次数就是 2．
设所有 fi(x) 的所有（不为 a 的）根中离 a 最近的是 x0，ϵ = x0 − a，则当 a < x < a + ϵ

时有 fi(x) ̸= 0．任取满⾜ a < a′ < a + ϵ 的 a′．同理任取满⾜ b − η < b′ < b 且 fi(b′) ̸= 0

的 b′．

引理 14 序列 f1(a), · · · , fk(a) 的变号次数等于序列 f1(a′), · · · , fk(a′) 的变号次数．将 a 换成

b，a′ 换成 b′，结论同样成立．
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先来说明，借助上⾯的引理我们可以就将定理 37 的使⽤条件放松为 f1 和 f2 没有公共

根，以及 f1(a) ̸= 0 且 f1(b) ̸= 0．

根据假设，f1 在区间 [a, a′] 和 [b′, b] 上都没有根．因此它在 [a, b] 上的所有根都包含在区

间 [a′, b′] 上，故 ( f1, f2)
b
a = ( f1, f2)

b′
a′．依据 a′ 和 b′ 的选择要求，可以对特征 ( f1, f2)

b′
a′ 应⽤

定理 37．序列 f1(a′), · · · , fk(a′) 及 f1(b′), · · · , fk(b′) 的变号次数由引理 14 确定．因此得到

了所希望的结果：

定理 38 如果多项式 f1 和 f2 没有公共根， f1(a) ̸= 0 且 f1(b) ̸= 0， f1(x), · · · , fk(x) 是多项

式 f1 和 f2 的斯图姆序列，则特征 ( f1, f2)
b
a 等于序列 f1(a), · · · , fk(a) 与 f1(b), · · · , fk(b) 的

变号次数之差．

现在我们来证明引理 14．以 x = a 为例．假设 1, · · · , k 中的某个数 i 使得 fi(a) = 0．根

据假设 f1(a) ̸= 0，所以 i ̸= 1．另外，因为 fk(x) 与 gcd( f1, f2) 只相差⼀个符号，因此它没

有根，所以 i ̸= k．再来说明必有 fi−1(a) ̸= 0 及 fi+1(a) ̸= 0．若有 fia = 0 以及 fi+1(a) = 0，

那么由 (5.25) 可知 fi−1(a) = 0．同样的，由此也能得到 fi−2(a) = 0 等，⼀直往前推，直到

f1(a) = 0．这与假设相⽭盾．其实我们可以得到的更多：数 fi−1(a) 与 fi+1(a) 不仅不为零，

⽽且两者还异号．这⼀点从 (5.25) 和 fi(a) = 0 ⽴即可以得到．

现在来⽐较序列 f1(a), · · · , fk(a) 和 f1(a′), · · · , fk(a′)．设 fi(a) = 0，则由前⾯可知

fi−1(a) ̸= 0 和 fi+1(a) ̸= 0，并且这两者异号．易知 fi−1(a′) ̸= 0 且 fi+1(a′) ̸= 0，另外

还有 fi−1(a′) 与 fi−1(a) 同号， fi+1(a′) 与 fi+1(a) 同号．理由如下：因为多项式 fi−1 与 fi+1

在区间 [a, a′] 上没有根，所以根据博尔扎诺定理，函数在端点处不能取不同的符号．不妨设

fi−1(a) > 0，于是可将前⾯的结论写成下⾯的表格：

fi−1(x) fi(x) fi+1(x)

x = a + 0 −

x = a′ + ? −

特征 ( f1, f2)
b′
a′ 依赖于最后⼀列的变号次数．⽆论那个未知的符号（表中以？表⽰）是什么，它

的变号次数都是 1．这与 x = a 那⼀列的变号次数相同． fi−1(a) < 0 的情形同理可得．由此

就证明了引理．■
结合定理 38 和定理 36，我们就得到了下述基本定理：

定理 39 (斯图姆定理) 如果多项式 f (x) 没有重根，且在 x = a 和 x = b 处的值不为零，则它

在区间 [a, b] 上的根的个数等于多项式 f (x) 和 f ′(x) 的斯图姆序列在 x = a 和 x = b 处的变

号次数之差．
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⾸先注意到，根据定理 16，多项式 f (x) 没有重根等价于 f (x) 和 f ′(x) 没有公共根．然

后对多项式 f (x) 应⽤定理 36，对多项式对 f (x) 和 f ′(x) 应⽤定理 38 即可．■
斯图姆定理回答了多项式根的分布的问题．⾸先可以⽤它来确定多项式根的个数．为此

回顾⼀下定理 33 的推论 1，它给出了数 N，保证多项式的根都在 −N 和 N 之间．之后在区间

[−N, N] 上应⽤斯图姆定理即可．然⽽神奇的是，我们既不必计算出 N，也不必靠计算斯图

姆序列在 x = N 和 x = −N 处的值来确定根的数⽬．实际上，我们根本不需要知道 fi(±N)

具体是多少，只要知道它们的符号就⾏．为此我们选择⼀个⾜够⼤的 N，使得区间 [−N, N]

不仅包含 f1(x) 所有的根，也包含了斯图姆序列中每个 fi(x) 所有的根（为每个 fi(x) 选择⼀

个 Ni，然后取所有 Ni 中最⼤的为 N）．根据定理 33 的推论 1，fi(N) 和 fi(−N) 的值与 fi(x)

的⾸项在 x = N 和 x = −N 处的值具有相同的符号．这些符号由⾸项系数的符号与 x 的幂

次决定．因此我们没必要计算出 N 以及 fi(±N)．

当多项式根的数⽬确定之后，我们可以找出那些仅包含单个根的区间．为此我们需要计

算出 N 的值，将区间 [−N, N] 分成两等份，再利⽤斯图姆定理确定每个区间上有多少个根．

接着再对 [−N, 0] 和 [0, N] 进⾏同样的操作，如此下去，直到找出那些仅包含⼀个根的区间．

如果区间 [a, b] 只包含多项式 f (x) 的⼀个根，并且多项式没有重根，那么 f (a) 与 f (b)

必定异号．实际上，若设根为 α，则根据定理 34，对于⾜够⼩的 ϵ 有 f (α − ϵ) 和 f (α + ϵ) 异

号．但 f (α − ϵ) 与 f (a) 是同号，因为否则的话多项式在 [a, α − ϵ] 上有根．同理有 f (α + ϵ)

与 f (b) 同号．由此可知 f (a) 和 f (b) 异号．利⽤这⼀点，我们可以将 α 计算到任意精度．在

区间上取点 c 将区间分成两部分（等分即是⼀种分法），然后计算 f (c) 的符号．若 f (c) = 0，

则就是所求的根．如果 f (c) ̸= 0，则必有 f (a) 与 f (c) 异号或 f (c) 与 f (b) 异号．若是前⼀

种情形，则 α 在区间 [a, c] 上，在第⼆种情形下根 α 在 [c, b] 上．如此反复，直⾄得到⼀个长

度⾜够⼩的包含 α 的区间．这样我们就能将 α 计算到指定精度了．

我们以多项式 f (x) = x3 + 3x − 1 为例将前⾯的说明演⽰⼀下．因为 4a3 + 27b2 = 4 ×
27+ 27 是正数，所以根据 16 节的说明，多项式有⼀个根．由定理 33，可取 N = 3，即多项式

的根在 −3 和 3 之间．其实由 f (−3) < 0 和 f (3) > 0 也能看出这⼀点．因为 f (0) < 0，所以

根在 0 到 3 之间．因为 f (1) = 3 > 0，所以根在 0 到 1 之间．为了精确到⼀位⼩数，我们将区

间 [0, 1] 分成⼗等份，看看根在哪⼀个区间⾥．取 x = 1/2，得到 f (1/2) = 5/8 > 0，所以根在

0 到 1/2 之间．再取 x = 3/10，因为 f (3/10) = 27/1000+ 9/10− 1 = 27/1000− 1/10 < 0，

所以根在 3/10 和 5/10 之间．最后再计算 f (4/10) = 64/1000 + 12/10 − 1 > 0，所以根在

3/10 和 4/10 之间，写成⼩数必形如 α = 0.3 · · ·．
鉴于其应⽤⼴泛，叙述简洁，所以斯图姆定理⼀经证明便⼴为流传．当法国数学家斯图

姆在演讲中谈到这个定理时，他说了这么⼀句：“现在我来证明这个很荣幸冠以我名的定理．”

习题：

1. 对 f (x) = x2 + ax + b 和 f (x) = x3 + ax + b 这两种情形构造相应的斯图姆序列．利⽤

斯图姆定理，我们再次得到了 16 节中曾说过的关于⽅程根的数⽬的相关结论．（提⽰：
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对于 f (x) = x3 + ax + b，分开考虑 a 和 D = 4a3 + 27b2 的符号．）

2. 试⽤斯图姆定理来确定多项式 xn + ax + b 的根的数⽬如何依赖于 n（它的奇偶性是重

要因素）、a 和 b．

3. 试确定多项式 x5 − 5ax3 + 5a2x + 2b 的根的数⽬．（提⽰：结果依赖于 a5 − b9 的符号．）

4. 设 f (x) 没有重根，a 是多项式 f ′(x) 的根．令 f1(x) = f (x)， f2(x) = f ′(x)/(x − a)，

f1(x), · · · , fk(x) 是 f1(x) 和 f2(x) 的斯图姆序列．取 N 为⼀个充分⼤的数，试⽤ fi(N)、

fi(a) 和 fi(−N) (i = 1, · · · , k) 这三个序列的变号次数来表⽰多项式 f (x) 的根的个数．

5. 设多项式 f1(x) 和 f2(x) 的次数分别是 n 和 n − 1，它们的斯图姆序列中的多项式 fi(x)

的次数为 n − i + 1，且 xn−i+1 这⼀项的系数是正数．试证明多项式 f1(x) 有 n 个根，

对任意的 i，多项式 fi(x) 有 n − i + 1 个根，⽽且 fi(x) 的任意两个相邻的根构成的区

间都包含多项式 fi+1(x) 的⼀个根．

6. 设 n 次多项式 f (x) 有 n 个根，证明：对于 f 和 f ′ 的斯图姆序列中的任意相邻的两个

多项式，后继多项式总是⽐其前⼀个多项式的次数⼩ 1，并且序列中每个多项式的⾸项

系数都是正数．
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6 无限集

主题：集合

18 等势

本章我们研究⽆限集．有些“⽆限”是从第三章中的概念⾃然衍⽣出来的．⽐如，设 S1, S2,
S3, …是某集合 S 的⽆限多个⼦集构成的序列．由所有⾄少属于某个 Si 的元素组成的⼦集 S′，

则和之前⼀样，称之为那⽆限多个⼦集的并，记作 S′ = S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ · · ·．我们也可以将这

个符号简写作

S′ =
∪

n≥1

Sn.

若 S 是所有⾃然数的集合，⼦集 Sn 由所有不超过 2n 的⾃然数 k 组成，则
∪

n≥1 Sn = S．

同样的，如果 S1, S2, S3, …是某集合 S 的⽆限多个⼦集构成的序列，则所有同时属于每

个 Si 的元素构成的⼦集就是它们的交，记作 S1 ∩ S2 ∩ S3 ∩ · · · 或
∩

n≥1 Sn．⽐如 S 是所有

⾃然数构成的集合，Sn 由能被 n 整除的所有⾃然数构成，则
∩

n≥1 Sn 是空集．

若诸集合 Si 两两⽆交（⽆公共元素，即当 i ̸= j 时 Si ∩ Sj = ∅），则这些集合的并称

为它们的和，记作 S1 + S2 + · · ·+ Sn + · · ·．⽐如 S 是全体⾃然数的集合，Sn 由所有满⾜

2n−1 ≤< k < 2n 的⾃然数 k 组成，则有 S = S1 + S2 + · · ·+ Sn + · · ·．
在考虑⽆限集时，第三章中的⼀个关乎所有问题的基本概念现在却失效了，那就是集合

中元素的个数．不过，在第三章中我们介绍了表达两个不同的有限集等势的原理：两个有限

集等势，当且仅当它们之间可以建立⼀⼀对应．在“集合的元素个数”与“⼀⼀对应”这两个概念

中，前者对⽆限集失效，后者却仍然有⽤．因此我们可以把前⾯的原理改编为等势的定义，使

得它对任意集合都有意义：如果两个集合之间可以建立⼀⼀对应，那我们就称这两个集合等

势．

对于有限集，我们可以按元素数⽬（⼀元集、⼆元集、三元集等）来区分集合．对于⽆限

集，我们按等势与否来进⾏区分．这种思考⽆限集的途径长久以来吸引了众多的思想家．但

在这过程中，他们发现了看似⾃相⽭盾的现象：⼀个集合可以与⾃⾝的⼀部分等势．⽐如全

体⾃然数的集合与全体正偶数等势．将⾃然数 n 与偶数 2n 对应，这显然是两个集合间的⼀⼀

139
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对应．这种现象之所以显得“⾃相⽭盾”，是因为有限集绝不可能有这种事情发⽣．这也是“等

势”这个概念⼀度变得⽆意义的原因．伽利略在《对话》中通过将 n 与 n2 关联，给出了⾃然

数集与平⽅数集间的⼀个⼀⼀对应．谈话的⼀位参与者这样总结道：“相等的概念，或类似的

⼤⼩的概念在碰到⽆限时都派不上⽤场了．”

只有到了后来，19 世纪下半叶的时候，戴德⾦反其道⽽⾏，将等势的概念作为⽆限集研

究的基础．他甚⾄将之前那个看似“⾃相⽭盾”的性质当作了⽆限集的定义：如果集合 S 与⾃

⾝的⼀个真⼦集 S′ 等势，那么就称它是⽆限集．我们很快将证明这⼀性质与之前说的集合的

⽆限性是等价的．

下述事实我们后⾯会经常⽤到：如果集合 A 和 B 等势，集合 B 和 C 等势，那么集合 A

和 C 也等势．实际上，集合 A 和 B 等势，什么这两种之间有⼀个⼀⼀对应．记这个⼀⼀对

应由若⼲元素对 (a, b) 表⽰．同样的，B 和 C 等势说明两个集合间也有⼀个可⽤元素对表⽰

的⼀⼀对应．任取 a ∈ A，根据 A 与 B 间的⼀⼀对应，通过元素对 (a, b) 与 b ∈ B 对应．再

利⽤ B 和 C 间的⼀⼀对应，b 与 c ∈ C 相关联．因此就得到了元素对 (a, c)．所有这些元素

对构成了 A 和 C 之间的⼀⼀对应（请⾃⾏验证）．因此集合 A 和 C 也等势．

基于这个性质，当我们想证明集合 A 和 B 等势的时候，我们可以证明与 A 等势的集合

A′ 也与 B 等势．同样的，我们也可以⽤与 B 等势的 B′ 来做替换．后⾯我们会经常⽤这个技

巧，⽽不再另⾏说明．与之相似的⼀种推理如下：要证明 a = b，我们可以证明 a = a′ 以及

a′ = b．

⾸先来关注⼀些简单的⽆限集．最简单的例⼦当然是由全体⾃然数构成的集合．如果⼀

个集合与⾃然数集等势，那就称它为可数集．

如果 S 是可数集，那它与⾃然数集 N 之间必有⼀⼀对应．如果⼀⼀对应将 a ∈ S 与⾃然

数 n 关联，那么就可以给这个元素⼀个指标 n，因⽽ S 中的元素可以被枚举．换句话说，如

果集合 S 可以写成⽆限序列的形式 S = {a1, a2, · · · }，那它就是可数集．

从某种⾓度来看，可数集是“最⼩的”⽆限集．⾄少如下事实暗⽰了这⼀点：可数集的任⼀⼦

集要么是有限集，要么是可数集．实际上，可数集 S 中的元素可以被枚举：S = {a1, a2, · · · , an, · · · }．
设 S′ 是 S 的⼦集．我们对 S′ 中的元素进⾏枚举，将 S′ 中有最⼩下标的元素 ak 当作第⼀个

元素，将 S′ 的剩余元素中有最⼩下标的 al 当作第⼆个元素，以此类推．这个过程要么在某

处终⽌（则⼦集是有限集），要么不断延续下去，给出 S′ 的⼀个完全枚举．

将可数集当作“最⼩的”⽆限集这⼀点还可以由下述定理反映出来．

定理 40 每个⽆限集都有⼀个可数⼦集．

设集合 S 是⽆限集．我们从中任取⼀个元素，记其为 a1．因为 S 是⽆限集，所以它必定

包含与 a1 不同的元素．再从 S 中取⼀个不为 a1 的元素，记其为 a2．因为 S 是⽆限集，所以

它必定包含不同于 a1 与 a2 的元素．由此我们可以选出 a3．这个选取过程可以不断进⾏下去．

如果从 S 中取出了元素 a1, · · · , an，那么因为 S 是⽆限集，所以其除了 a1, · · · , an 之外必定

还有其它元素，从中任取⼀个记为 an+1．由此得到的⼦集 T = {a1, a2, a3, · · · } 包含的元素互
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不相同，且这个枚举过程给出了其与⾃然数集的⼀个⼀⼀对应．■

推论 3 任意⽆限集 S 都与自身的某个真⼦集等势．

我们来证明⼀个更明晰的结论：任取元素 a ∈ S，则从 S 中除去 a 后得到的集合 {a} 与
S 等势．我们称 {a} 为集合 {a} 在 S 中的补集．我们先来考虑这么⼀种情形：S 是⾃然数集

N，N′ = {a}，a 是⼀个⾃然数．将⼩于 a 的⾃然数 n 关联到 n，将⼤于等于 a 的⾃然数 n

与 n + 1 关联．显然这就是⾃然数集 N 与（除 a 之外所有⾃然数组成的集合）N′ 间的⼀个

⼀⼀对应．因此，同样的结论对所有的可数集都成⽴

对任意的⽆限集 S，我们应⽤定理 40．如前所述，我们可以构造出⼀个可数集 N 使得

a ∈ N．上⾯已经证明，在 N 与从 N 中排除 a 之后得到的 N′ 间有⼀⼀对应．记 N 在 S 中

的补集为 N，从 S 中排除掉 a 后得到的集合为 S′，则有 S = N + N，S′ = N′ + N．因为 N

与 N′ 间有⼀个⼀⼀对应，再将 N 中的元素与⾃⼰对应，于是就得到了 S 与 S′ 的⼀个⼀⼀

对应，因此两者等势．■
下⾯举⼏个可数集的例⼦．

1. 整数集是可数集．

将 0 与 1 配对，正整数 n 与数 2n 配对，负整数 −m 与数 2m + 1 配对．由此得到了整

数集与⾃然数集间的⼀个⼀⼀对应．

推论 4 两个可数集的和是可数集．

记 A = B + C，B 和 C 是可数集．易知 B 与正整数集等势，C 与负整数集等势．因此

A 与整数集等势，故⽽是可数集．（在我们这个论证中，只能得到 A 与⾮零整数集等势．请

⾃⼰绕过这个障碍．）■
2. 正有理数构成的集合是可数集．
给定有理数 m/n（其中 m 和 n 互素），称 m + n 为有理数 m/n 的⾼．显然具有给定⾼

的有理数只有有限多个．我们⾸先写出⾼为 1 的有理数，再写出⾼为 2 的有理数，以此类推．

由此得到了⼀个⽆限序列，每个正有理数都包含于其中．将每个有理数与其在序列中的序号

相关联，就得到了正有理数集与⾃然数记之间的⼀个⼀⼀对应．序列的初始元素如下：

1,
1
2

, 2,
1
3

, 3,
1
4

,
2
3

,
3
2

, 4, · · ·

这⾥我们规定 1 = 1/1，2 = 2/1，3 = 3/1，4 = 4/1，……

推论 5 有理数集是可数集．

实际上，前⾯我们已经建⽴了正有理数集与⾃然数集间的⼀个⼀⼀对应．这说明在负有

理数集与负整数集之间也有个⼀⼀对应．再将 0 与 0 关联，我们就得到了有理数集与整数集

之间的⼀个⼀⼀对应．在例 1 中已知整数集是可数集，所以有理数集也是可数集．■
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在例 2 中，我们将正有理数集 S 写成了可数多个有限⼦集 Sk 的和，其中 Sk 是⾼为 k 的

正有理数构成的集合．因此例 2 可以由如下更⼀般的结论得到：可数多个有限集之和是可数

集．我们下⾯来证明⼀个更⼴泛的结论．

3. 可数多个有限集或可数集之和仍是可数集．
证明与例 2 那⾥都基于同样的原理．记 S = S1 + S2 + · · ·．因为 Si 都是有限集或可数

集，所以其中的元素可以被枚举出来．下⾯假定每个集合 Si 中的元素都按枚举顺序标记好

了．我们来为集合 S 中的元素 a 定义⾼：如果它属于集合 Si，且在集合中按枚举顺序的标号

为 j，那么它的⾼就是 i + j．给定 i + j = n，那么有 i < n，因此⾼为 n 的元素只可能属于

S1, · · · , Sn−1 中的⼀个．如果它属于 Si，那么它的标号就是 j = n − i < n．因此⾼为 n 的元

素只有有限多个．我们⾸先列出⾼为 2 的元素，再列出⾼为 3 的元素，以此类推．最终我们

可以列出 S 中的每个元素．这就说明它是可数的．图 6.1 列出了枚举 S 的操作程序，图中第

⼀列给出了 S1 中的元素，第⼆列给出了 S2 的元素，以此类推．图中的折线给出了枚举 S 中

元素的顺序．图 6.1 中假定所有 Si 都是可数集．假如 S1 中有三个元素，S2 中有两个元素，

其余 Si 都是可数集，试画出类似的枚举⽰意图．

图 6.1

我们已经给出了好⼏个可数集的例⼦，它们显然是互相等势的．我们这⾥再给出⼀些互

相等势的例⼦．

4. 任意两条线段都是等势的．
将两条线段 [a, b] 和 [c, d] 平⾏放置，如图 6.2 那样建⽴⼀⼀对应．设直线 ac、bd 的交点

为 P．在 [a, b] 上任取点 x，连接 Px 与直线 cd 交于 y 点．如此将两条线段上的点作对应即

可．（试证明 y 点不可能落在线段 [c, d] 的外⾯．另外，请问 P 点总是存在的吗？）

5. 任意线段都与其所在的整条直线等势，也就是与所有实数构成的集合等势．
回忆例 4，只要证明⼀条线段（⽐如 [0, 1]）与其所在直线等势即可．记 I = [0, 1]．我们

⽤点 1/2 将线段两等分，并从此处将线段弯折，放置如图 6.3：线段 AB 和 BC 的长度都是

1/2，且两者和 x 轴的夹⾓相等．
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图 6.2

图 6.3

记 AC 中点为 P．在 AB 上任取点 a，连接 Pa 与 x 轴交于点 b．这样就给出了折线段

上除 A、C 外的所有点与直线 x 轴的⼀个⼀⼀对应．点 A、C 之所以不能与 x 轴上的点建⽴

⼀⼀对应，是因为直线 PA = PC 与 x 轴平⾏．另外显然现在的折线段与原始线段 I 是等势

的．所以我们将构造做了⼀些改变．回忆⼀下定理 40 的推论 3 的证明，我们其实证明了任意

⽆限集都等势于这个集合去掉⼀个元素后所得到的集合．特别地，线段 [0, 1] 等势于线段去掉

端点 0 后的集合．再将这个论证重复⼀遍，将得到原线段与线段去掉两个端点后得到的集合

等势．这个新集合正好就是图 6.3 中折线段去掉 A、C 两点后的集合，记其为 J．如前所述，

集合 J 等势于原来的线段 I．图 6.3 说明集合 J 与 x 轴之间有⼀⼀对应，因此结论得证．

习题：

1. 证明两个可数集的积是可数集．两个集合的积这个概念在第 7 节有介绍，它对⽆限集也

适⽤．

2. 证明任⼀圆都与⼀条线段等势．

3. ⽤数 1/2 将线段 [0, 1] 两等分，然后⽤数 1/2 + 1/4 将线段 [1/2, 1] 再两等分，以此
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类推．这样我们得到了数 αn = 1/2 + 1/4 + · · ·+ 1/2n．证明区间 [0, 1) 是可数个区间

[αn−1, αn) 的和，其中规定 α0 = 0．同样的，证明直线是可数多个区间 [n − 1, n) 的和，

n 取遍所有整数．证明 [αn−1, αn) 与 [n − 1, n) 等势．由此可以再次证明例 5．

4. 将例 4 中建⽴的⼀⼀对应⽤公式表⽰出来．

5. 证明：在整数集与⾃然数数之间不存在能保持加法的⼀⼀对应．保持加法的意思是说，

在把 m 对应到 m′，把 n 对应到 n′ 的同时，还能把 m + n 对应到 m′ + n′．

6. 证明：在整数集与⾃然数数之间不存在能保持序关系的⼀⼀对应．保持序关系的意思是，

如果 m 对应到了 m′，n 对应到了 n′，并且 m < n，那么必然有 m′ < n′．

7. 对于圆上的任意两个点，我们将这两点间的劣弧的长度称为这两点的圆距离．与以往⼀

样，对于直线上的 A、B 两点，线段 AB 的长度就是它们间的直线距离．试证明在圆与

线段之间不存在保距的⼀⼀对应．保距对应的意思是，如果 A 对应 A′，B 对应 B′，那

么有 A、B 间的圆距离等于 A′、B′ 间的直线距离．如果从圆上抠掉⼀个点之后，那这

个结论还成⽴吗？

8. 从直线上取出若⼲两两⽆交的线段构成⼀个集合，试证明这个集合要么是有限集要么是

可数集．（提⽰：证明从给定线段上取出的两两⽆交的线段构成的集合是有限集或可数

集即可．为此，考虑长度⼤于 1 的线段构成的集合，长度⼤于 1/2 的线段构成的集合，

长度⼤于 1/3 的线段构成的集合，以此类推．）

9. 平⾯上有若⼲个⼗字形，每个⼗字形都由两条线段组成，它们的长度都为 1，⼀条⽔平

⼀条竖直，两者在正中间相交．这些⼗字形两两⽆交．试证明这些⼗字形要么数⽬有限

要么只有可数多个．

10. 设 S1, S2, · · · , Sn, · · · 是 S 的⼀个可数的⼦集列，证明：如果每个 Sn 都是可数集，那么

集合
∪

n≥1 Sn 也是可数集．

19 连续统

在上⼀节的末尾，我们给出了好些个⽆限集的例⼦，它们可以分为两类：⼀类是可数集

（按定义它们互相等势），⼀类是与线段等势的集合（它们当然也互相等势）．现在就有了⼀个

问题：第⼀类中的集合与第⼆类中的集合等势吗？这⼀事实对于整个数学具有根本的重要性．

定理 41 线段上的点构成的集合不是可数集．

我们这⾥给出两个不同的证明，它们基于的是线段的不同的性质．正如我们在 18 节所看

到的，所有线段都互相等势．因此下⾯我们就以线段 [0, 1] 为例．



666666

19 连续统 145

第一个证明 如果线段 [0, 1] 是可数集，那么去掉右端点 1 之后还是可数集．我们把集

合中的每个数都写成⼗进制⼩数 0.a1a2 · · · 的形式，其中 ai 的取值仅限于从 0 到 9 这⼗个整

数．假定全部元素枚举为 x1, x2, · · · , xn, · · ·，我们将它们各⾃的⼗进制表⽰列出来，写成如

下形式：

x1 : 0.a1a2a3 · · ·

x2 : 0.b1b2b3 · · ·

x3 : 0.c1c2c3 · · ·

...

(6.1)

我们将构造⼀个⼩数，它不在 (6.1) 之中，以此与集合为可数集这个假设相⽭盾．按下述

步骤构造⼩数 y = 0.k1k2k3 · · ·（ki 的取值当然还是限于从 0 到 9 这⼗个整数）：⾸先要求

k1 ̸= a1，那么⽆论后⾯怎么选择，都⾄少有 y ̸= x1；接着再选 k2 ̸= b2，因此不论下⼀步怎

么选，⾄少有 y ̸= x2；接着再选 k3 ̸= c3，以此类推：⼩数点后第 n 位的数码 kn 都不与列表

(6.1) 中第 n ⾏上的⼩数的⼩数点后第 n 位相同．因此对任意 n 都有 y ̸= xn．

可能有⼈会对上述过程提出这样的反对意见．在第 16 节中，我们知道实数与⼗进制⼩数

并不是⼀⼀对应的，不过把含有 9 循环的⼩数排除掉之后两者就是⼀⼀对应的了．因此我们

在上述论证中（即列表 (6.1)）必须不⽤含 9 循环的⼩数．另外，我们构造的⼩数 y 也不能含

有 9 循环．因为 kn 是从 0, 1, 2, · · · , 9 中选择的，所以要求它不等于 9 是可⾏的．这样，我们

仍然构造出了不在列表 (6.1) 之中，且不含数码 9 的⼩数，仍然完成了证明．这种构造 y 的

⽅法被称为对角线⽅法．■
第二个证明 这⾥我们先对采⽤的记号作点说明．给定两个不相等的数 a 和 b，⽆论是

a < b 还是 a > b，我们都将它们之间所有数的集合记作 [a, b]．也就是说，如果 a > b，那

么 [a, b] 就相当于通常的 [b, a]．有⼀点先说明⼀下，每个区间 [a, b] 都包含⼀个不同于端点的

点，⽐如中点 (a + b)/2．再对区间 [a, (a + b)/2] 应⽤同样的推理，再加以类推，可知每个区

间都包含⽆数多个数．

假设区间 [0, 1] 中的数可以枚举如下：

x1, x2, x3, x4, · · · (6.2)

按定义，区间中的数与其标号是⼀⼀对应的，即如果 m ̸= n，则有 xm ̸= xn．我们下⾯来说

明 [0, 1] 是可数集这个假设与闭区间套公理是⽭盾的．选定区间 [x1, x2]，以及序列 (6.2) 中属

于这个区间的那些数．如前所述，这样的数有⽆数多个，它们构成了下述序列

x1, x2, xp, xq, xr, · · · , (6.3)
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其中 1 < 2 < p < q < r < · · ·．
考虑区间 [xp, xq]，以及序列 (6.3) 中属于这个区间的数，再次得到⽆限序列

xp, xq, xs, xt, xu, · · · ,

其中 p < q < s < t < u < · · ·．
这个过程可以不断进⾏下去：每⼀步都得到⼀个区间，这个区间都包含了⽆数多个序列

(6.2) 中的数．因此就产⽣了下述可数个序列：

x1, x2, xp, · · ·

xp, xq, xr, · · ·

xs, xt, xu, · · ·

...

第⼀⾏包含了所有属于 [x1, x2] 的数，第⼆⾏包含了所有属于 [xp, xq] 的数，以此类推．按照

构造过程，每⾏序列的第⼀个数都⽐上⼀⾏第⼀个数要⼤，因此序列 (6.2) 中没有哪个数可以

属于所有构造出的序列．但从另⼀个⾓度来看，序列 (6.2)、(6.3) 等正好给出了⼀个闭区间套

[x1, x2] ⊃ [xp, xq] ⊃ [xs, xt] ⊃ · · ·．根据闭区间套公理，这些区间有⼀个公共元素．也就是说，

有⼀个数可以属于所有那些序列，这与之前的说明相⽭盾．■
第⼆个证明⽐第⼀个证明要复杂⼀些，但优点是直接，它不需要借助实数在其他形式的

表⽰，⽽是直接依据实数公理．

这两个证明都是康托在 19 世纪 70 年代发现的，这⾥的第⼆个证明⾸先被发现，然后才

是第⼀个证明（含 9 循环的⼩数产⽣的⼀些困难令他很烦恼）．我们可以看到，这两个证明都

⽐较简单，但能提出这个问题却是⾮常了不得的．在后来的⼀项⼯作中，康托说证明线段中

的点不可数花费了他⼋年的时间．康托和戴德⾦之间的部分通信被保留了下来，它们记录了

产⽣这些新思想所作出的种种努⼒．康托写信给戴德⾦说他不知道线段中的点到底是不是可

数的，询问戴德⾦是否知道答案．戴德⾦回复说他也不知道该如何证明（但他们俩都猜出了

正确答案），不过按照他的观点，他觉得这个问题不值得花费⼤⼒⽓，因为这个问题不太可能

有什么有趣的后续发展．

戴德⾦居然没有⽴马认识到这个问题的重要性，这太叫⼈吃惊了．因为根据线段中的点

不可数这个结论，再结合有理数集是可数的，⽴即就能得出⽆理数的存在性．更重要的是，这

种思考⽅式是全新的（此前说明⽆理数存在的⽅法都类似于我们在第⼀章中的讲解）．戴德⾦

⾃⼰曾经证明过⼀个结论，把这个结论和线段中的点不可数这⼀论断结合起来，将得到⼀个

⽆⽐⾮凡的结论．考虑到这⼀点，戴德⾦的失算更叫⼈吃惊．
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我们这⾥介绍个新概念，它在戴德⾦和康托时代是众所周知的．如果多项式 f (x) = a0 +

a1x + · · ·+ anxn 的系数 ai 都是有理数，数 α 是多项式 f (x) 的根，那么称 α 是代数数．因

为⽤⾮零常数乘以多项式并不改变多项式的根，所以我们可以给多项式 a0 + a1x + · · ·+ anxn

乘上 a0, · · · , an 的公分母，这样我们就可以将代数数定义中的条件“系数 ai 都是有理数”换成

“系数 ai 都是整数”．那些不是代数数的数被称为超越数．

定理 42 所有代数数构成的集合是可数集．

设多项式 a0 + a1x + · · ·+ anxn 的系数都是整数，我们给多项式定义⼀个⾼：n + |a0|+
|a1|+ · · ·+ |an|．这个⾼显然是⾃然数．对于给定的 m，⾼不超过 m 的多项式显然只有有限

多个．实际上，如果有 n + |a0|+ |a1|+ · · ·+ |an| ≤ m，那必然有 n ≤ m，|ai| ≤ m．因此每

个系数⾄多只有 2m + 1 种可能性（−m,−m + 1, · · · ,−1, 0, 1, · · · , m），故⽽满⾜条件的多项

式只有有限个．

考虑⾼不超过 m 的多项式，将这些多项式的所有的根（也就是代数数）构成的集合记作

Am．因为⾼不超过 m 的多项式的个数是有限的，每个多项式的根的数⽬也是有限的（见定

理 13），所以 Am 是有限集．对 m = 1, 2, · · ·，所有 Am 的并集就是全体代数数构成的集合．

根据第 18 节的例 3，可知全体代数数的集合是可数集．■
因为全体实数的集合与线段是等势的（第 18 节例 5），所以由定理 42 就得到了超越数

的存在性．这可不是⼀个简单的结论．尽管根据定理 41 和 42 可以知道超越数远⽐代数数要

“多得多”，但要具体构造⼀个超越数，或者更⿇烦⼀点，证明某个数是超越数，是⾮常困难的．

直到 19 世纪中叶才能证明⼀类按特定⽅法构造出的数是超越数．最出名的超越数当属 π（圆

的周长与直径的⽐值），它的超越性直到 19 世纪 80 年代才得到证明．

定理 42 是戴德⾦在⼀封写给康托的信中证明的．为了强调新思想有具体应⽤，康托写了

⼀篇题为《论全体实代数数的⼀个性质》的论⽂，其中给出了定理 41 和 42 的证明，并由此

得到了超越数的存在性．此后，戴德⾦承认，⾃⼰因为兴趣不⼤⽽对线段中的点是不是可数

的这个问题的反对意见得到了“果断驳斥”．

不过康托的下⼀个发现把他⾃⼰都给惊住了．这就是下述定理．

定理 43 ⼀个正⽅形中所有点的集合与⼀条线段中所有点的集合等势．

我们以边长为 1 的正⽅形与长为 1 的线段为例．设 S 为正⽅形，AB、BC 为两条相邻的边

（见图 6.4）．设 P 为正⽅形中除此两边外其余的部分，L 为边 AB 与 AC 的并，则 S = P + L．

显然 L 等势于⼀条线段（它⾃⾝是折线段）．如果我们可以证明 P 也与线段等势，那么 S 就

与线段等势．实际上我们在前⾯已知，线段与其去掉⼀个端点后余下的部分仍等势．

因此我们可以考虑 P 与区间 [0, 1) 等势的问题．再结合 L 与 [0, 2] 等势，则可得 S 与

[0, 2] 等势．因此只要证明集合 P 与 [0, 1) 等势即可．这些简单的说明可以帮助我们将点集的

问题转化为数集的问题．利⽤坐标，我们可以将 P 中的每个点都与⼀个数组 (x, y) 对应，其

中 0 ≤ x < 1，0 ≤ y < 1．同样的，区间 [0, 1) 中的点也与⼀个数 t 对应，其中 0 ≤ t < 1．
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图 6.4

接下来我们要证明数对 (x, y) 集合与数 t 集合之间存在⼀⼀对应．

为此，我们将涉及到的数都写成⼗进制⼩数的形式：

x = 0.a1a2a3 · · · , (6.4)

y = 0.b1b2b3 · · · , (6.5)

t = 0.c1c2c3 · · · , (6.6)

其中 ai, bj, ck 的取值都仅限于从 0 到 9 这 10 个整数．现在通过将 (6.4) 和 (6.5)“混合”以产

⽣ t：令 c1 = a1，c3 = a2，c5 = a3，…，c2 = b1，c4 = b2，c6 = b3，……这个对应是个⼀⼀

对应，因为我们可以从 (6.6) 中解构出 (6.4) 和 (6.5)：奇数位的数码 cj 给出了 (6.4) 中的所有

数码，偶数位的数码 cj 给出了 (6.5) 中的所有数码．

定理 41的第⼀个证明引发的反对意见（关于那个含有 9 循环的问题）这⾥仍可能出现．

实际上，要使区间中的数与⼗进制⼩数能产⽣⼀⼀对应，必须排除含有 9 循环的⼩数．不过

即使 (6.6) 中的⼩数都不含 9 循环，它所解构出的 (6.4) 或 (6.5) 仍可能会出现 9 循环．⽐如

t = 0.909090 · · ·，则有 x = 0.999 · · ·．康托在将上述证明告知戴德⾦时，戴德⾦就指出了这

个问题．康托没能除掉这个瑕疵，不过他很快给出了另外⼀个证明，那⾥不需要⼗进制⼩数．

事后来看上述证明可以很容易的修正．我们需要将之前的“混合”过程弄复杂⼀点，重点是

为了避免 9 循环的出现．只要没有数码等于 9，那就和之前⼀样交叉“混合”．如果数码 ak 或 bk

等于 9，那么就将此处所有连着的 9 以及后⾯第⼀个不为 9 的数合在⼀起，放置在 t 的相应位

置．⽐如 x = 0.12(995)76 · · ·，y = 0.4(93)51 · · ·，则“混合”出的 t = 0.142(93)(995)5716 · · ·．
加括号是为了突出哪些数被合在⼀起作为⼀个整体．相应的，从 (6.6) 中解构出 (6.4) 和 (6.5)
的过程也要做些变化：只要数码不为 9，那么还和之前⼀样，交替取出数码得到 (6.4) 和 (6.5)．
如果碰到了数码 9，那么就将此处所有连着的 9 以及后⾯第⼀个不为 9 的数合在⼀起，放置

在 (6.4) 或 (6.5) 中相应的位置处．可以看到，每次“解构”时都会得到⼀个不为 9 的数码，这

样就阻⽌了 9 循环的出现．■
这个论证简单的结论似乎与我们的⼏何直觉相抵触：维数不同的图形—⼀个是正⽅形⼀

个是线段—居然可以等势！其实还可以证明⽴⽅体与它们也是等势的（习题 1）．这个结果让

康托⾃⼰都震惊．他对戴德⾦如此写道：“我最近告诉你的那个结果完全出乎意料，如此新颖，
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尊敬的朋友，直到我收到了你的回复，我才镇定下来．在你承认它之前，我只能说，我得到了

这个结果，但我不相信它．”信件本来是⽤德语写的，但说到最后⼀句时，康托出⼈意料的换

成了法语．对康托来说，维数这个直觉性概念的数学描述需要加以修正：“不同维数间的差异

很可能需要⼀个完全不同的解释，它们不仅仅是独⽴坐标的个数不同那么简单……”

戴德⾦在回复中确认了证明了新证明的有效性，并且表⽰，这个结果与我们关于维数等

同于坐标数的信念并不冲突（尽管看上去你的理论摧毁了这⼀点）：“为什么呢？在⽤新坐标定

义新的点时，所有作者都⼼照不宣的做了个很⾃然的假定，新点必定是旧点的连续函数．”

在当时，连续函数的概念已经被准确定义了，且通⾏于数学界．我们不准备过分深⼊这

个问题，只考虑⼀个重要的现象，它来源于正⽅形中的点与线段中的点⼀⼀对应．更进⼀步，

它与之前提及的 9 循环问题以及我们克服这个问题的⽅法有关．我们考虑两个点 (x, y) 和

(x′, y)，其中 x = 0.10 · 0 · · ·，y = 0.0 · · · 0 · · ·，x′ = 0.09 · · · 90 · · ·（其中有 n 个连续的 9）．
显然

y = 0, x =
1
10

, x′ =
9

102 + · · ·+ 9
10n+1 .

于是

x′ =
9

102

(
1 +

1
10

+ · · ·+ 1
10n−1

)
=

9
102 · 1 − 1/10n

1 − 1/10
,

即

x′ =
1

10

(
1 − 1

10n

)
=

1
10

− 1
10n+1 .

因此当 n 变⼤时，x 与 x′ 将变得任意近．

现在来看看，根据定理 43 的证明所给出的对应⽅法，线段中的点 t 与 t′ 是什么．为了

得到 t，将 x 与 y 中的数码做“混合”．先从 x 取个 1，然后从 y 取个 0，两者剩下的数码全

是 0 了，因此 t = 0.10 · · · = 1/10．现在专⼼考虑构造 t′．⾸先从 x′ 取 0，然后从 y 取 0，
接着就碰到了数码为 9 的问题，因此将连续 n 个 9 及之后紧接着的 0 作为⼀个整体取出．

再之后，还是交替取数码，但余下的数码全是 0．最终可得 t′ = 0.009 · · · 90 · · ·．换句话说，

t′ = 9/103 + · · ·+ 9/10n+2．同样的⽅法计算可得

t′ =
9

103

(
1 +

1
10

+ · · ·+ 1
10n−1

)
=

9
103 · 1 − 1/10n

1 − 1/10
=

1
100

− 1
10n+2 .

由前⾯可知，当 n 变⼤时 x 与 x′ 将变得任意近，⽽ y 又不变，所以点 (x, y) 和 (x′, y) 也将

变得任意接近．但是它们所对应的点 t 和 t′ 之间的间隔却不会⼩于某个常数：

t − t′ =
1

10
− 1

100
+

1
10n+2 >

1
10

− 1
100

=
9

100
.

按照我们的对应，正⽅形在某种意义上破裂了：正⽅形中那些⾮常靠近的点所对应的点都彼

此分离．这个过程有点像把⼀张纸撕成若⼲⼩纸⽚．

在写给康托的⼀封信中，戴德⾦提出了这么⼀个论断：如果⼀⼀对应的定义中包括连续

性（我们前⾯的定理没有这个要求），那么在不同维数的⼏何对象（⽐如正⽅形和线段，⽴⽅
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体和正⽅形）之间，是不可能存在⼀⼀对应的．他说⾃⼰没有时间证明这⼀点，不过他把这

个假设提升为了“信念”．康托后来同意了戴德⾦的观点，甚⾄发表了⼀个证明，可惜那个证明

是有问题的．戴德⾦的假设最终在 1910 年得到了证明．

与⼀条线段等势的集合称为连续统．定理 41 说明了连续统是不可数的．在实际的数学研

究中碰到的⽆限集都可以归结为两类：要么是连续统要么是可数集．我们可以构造出这么⼀

个集合，它不是连续统，不是可数集，也不是有限集（习题 9），甚⾄还能构造出⽆限多个⽆

限集，它们两两不等势．不过这些集合对其他数学领域没有太⼤的重要性．同样的，正⽅形

与线段等势这⼀结论似乎也没有值得我们期待的应⽤．我们之前解释过部分原因．通常，数

学中碰到的集合来源很具体，其中的元素由某些特定的性质相关联，⽐如对它们定义了明确

的运算或不等关系，（⼏何⽅⾯）也可能对它们定义了距离．还可能是⼀个数列 an ⽆限接近

元素 a．对此，我们只关⼼那些可以保持元素间关系的⼀⼀对应．这样的⼀⼀对应其实是⾮常

少的（见 18 节的习题 5，6 和 7）．因此虽然定理 43 动⼈⼼弦，但并不是⼀个“有⽤”的数学

结果．不过定理 41 却是数学中最重要的论断之⼀．

习题：

1. 证明单位⽴⽅体与线段等势，即集合 {(x, y, z) | 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1, 0 ≤ z < 1} 与

{t | 0 ≤ t < 1} 等势．

2. 设 S1 和 S2 是集合 S 的两个不相交的⼦集，若两者等势，则两者的补集也等势．

3. 若 N 是 X 的可数⼦集，N 是⽆限集，则 X 与 N 等势．（提⽰：应⽤定理 40．）

4. 证明：⼀个区间中的⽆理数构成的集合，以及区间中的超越数构成的集合都是连续统．

5. 设 ai 的取值仅限于 0 到 9 这⼗个整数，则所有⽆限数列 a1, a2, · · · , an, · · · 构成的集合

是连续统．

6. 给定⾃然数 k > 0，ai 是取值仅限于从 0到 k 的整数，则则所有⽆限数列 a1, a2, · · · , an, · · ·
构成的集合是连续统．

7. 设 U 是集合 S 的所有⼦集构成的集合（我们在第三章碰到过这样的集合，那⾥ S 是有

限集），试证明 U 和 S 不等势；如果 S 是可数集，那么 U 是连续统．（提⽰：假如在

S 的元素和⼦集间存在⼀⼀对应 a ↔ A．考虑所有那些不属于其所对应的集合的元素，

它们构成的集合记为 B．若在对应中有 b ↔ B，那么会同时出现 b ∈ B 和 b /∈ B．）

8. 构造⼀个⽆限集，它既不可数也不是连续统．

9. 区间 [0, 9] 中所有含 9 循环的⼗进制⼩数构成的集合是可数集．试⽤这个结论重新修改

定理 41 的证明的最后部分（也就是含 9 循环的问题）．
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20 薄集

本节我们来看看集合的可数性有哪些特定的性质．下⽂的集合 S 都被包含于区间 [0, 1]

之中．我们来讨论是否可以测量出这类集合的“长度”．将区间 [0, 1] 的长度设定为 1 是很⾃然

的，那么 [0, 1] 的⼦集 [a, b] 的长度⾃然是 b − a．如果⼀个集合包含了有限个两两不相交的

区间，那么它的长度可以认为是这些区间的长度之和．⽐如 S = [0, 1/2] ∪ [3/4, 1] 的长度是

1/2 + 1/4 = 3/4．但随便取个集合，它未必是若⼲区间之并，因此要给集合的长度给出⼀个

⽐较⾃然的定义是很不容易的．⽐如该怎么定义区间 [0, 1] 中的有理数或⽆理数构成的集合

的“长度”呢？

有⼀个理论可以对⼀⼤类集合（但不是对所有集合）定义长度，这个定义与我们的直觉

符合的⾮常好．这个理论就是测度论．我们不打算深⼊这个理论，只介绍那些被认为“长度为

0”的集合．在测度论中，这些集合被称为零测集，我们这⾥称之为薄集．

图 6.5

我们依照⼏何直觉来分析这个概念，并在讨论的末尾给出正式的定义．前⾯我们已经提

及了区间 [a, b] 以及若⼲⽆交区间之并的长度该是什么样．由此我们可以进⼀步考虑可数多

个区间之和的长度．若 S = I1 + I2 + · · · + In + · · ·，这些区间两两不相交，Ik 的长度为

αk．如果这些区间都包含于 [a, b]，再考虑到它们互不相交，那么它们的长度之和显然不会超

过 b − a．换句话说，对任意的 n 都有 α1 + α2 + · · · + αn ≤ b − a．根据定理 29，⽆限和

α1 + α2 + · · ·+ αn + · · · 存在，且不超过 b − a．我们把这个和称为集合 S 的长度．⽐如（见

图 6.5）
I1 =

[
0,

1
2

]
, Ik =

[
1 − 1

22k−2 , 1 − 1
22k−1

]
,

则

αk =
(

1 − 1
22k−1

)
−
(

1 − 1
22k−2

)
=

1
22k−1 .

因此

α1 + α2 + · · · = 1
2
+

1
8
+

1
32

+ · · · = 1
2
· 1

1 − 1/4
,

即我们这个集合的长度是 2/3．

为了得到所需的定义我们引进两个假定．⾸先，当集合 SS 是区间 I1, I2, · · · , In, · · · 之并

时，可以允许它们之间存在⾮空交集．当定义 S 的长度时，很⾃然的应该有长度不超过这些

区间 Ik 的长度之和．当然，现在我们不能再认为⽆限和 α1 + α2 + · · ·+ αn + · · · 是有界的了．
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现在所有区间都等同的情况都是可以允许的．因此我们可以使⽤新的假定，不过要保证⽆限

和 α1 + α2 + · · ·+ αn + · · · 存在．第⼆个假定更符合直觉：如果集合 S1 和 S2 的长度都有定

义，并且 S1 ⊂ S2，那么必须要有 S1 的长度不能超过 S2 的长度．

即使有了这些假定，仍可能给不出⼀般集合的长度的度量，因为⼀般情况下，随便取的

集合不可能表⽰为可数多个区间的并．⽐如，区间 [0, 1] 上的⽆理数构成的集合就没有这样的

表⽰（习题 1）．不过只要长度的定义符合假定，不论这个长度怎么定义，我们都可以⽤第⼆

个假定来估计⼀个集合的长度．⽐如当 S 包含在区间 I1, I2, · · · , In, · · · 的并之中时，它的长

度不会超过这些区间的长度之和．要测量 S，我们可以将它放进（包含于）各种集合之中，这

些集合都能表⽰成可数个区间之并．如果对 S 长度的估计可以越来越⼩（接近 0），那么只能

认为集合 S 的长度为 0．这就引出了薄集的定义．

为了表述简便，在集合 S 包含于 S1, S2, · · · , Sn, · · · 的并集时，我们说 S 被那些集合覆

盖了，并且将包含

S ⊂ S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn ∪ · · ·

称为众集合 Sk 对 S 的⼀个覆盖．

定义 设 S 是实数集的⼦集，如果对任意正数 ϵ，都存在⼀列区间 I1, I2, · · · , In, · · ·（区间个
数有限或可数）覆盖集合 S，并且这些区间的长度之和不超过 ϵ，那么 S 就是薄集．

这⾥再次强调⼀下，前⽂的所有讨论没有证明任何结论，它们只是对这个定义的解释．

现在来考虑⼀些薄集的例⼦．包含单个元素 x 的集合显然是薄集．因为对任意 ϵ > 0，取

Iϵ = [x − ϵ/2, x + ϵ/2]，则有覆盖 {x} ⊂ Iϵ ∩ [0, 1]（因为 Iϵ 不⼀定完全包含于 [0, 1] 之中，

所以我们取了交集）．我们还可以⽤同样的⽅法证明，只包含有限多个数的集合都是薄集．

我们现在来阐明薄集这个概念与可数性有什么关系．

定理 44 区间 [0, 1] 的可数⼦集都是薄集．

设 S = {a1, a2, · · · } 是⼀个可数⼦集．任取 ϵ > 0，我们来构造区间 I1, I2, · · · , In, · · · 以

覆盖 S，并保证这些区间的长度之和不超过 ϵ．如果构造成功，那么根据定义，S 就是薄集．

对任意的 k，取 Ik = [ak − ϵ/2k+1, ak + ϵ/2k+1]．显然 Ik 的长度是 ϵ/2k，所有区间的长度之

和不超过 ϵ/2+ ϵ/4+ ϵ/8+ · · · = ϵ．因为 ak ∈ Ik，所以 S 被区间 I1, I2, · · · , In, · · · 覆盖．■
据此可知有理数集是薄集，这⼀点不是那么显然的．

我们再来看⼀个性质．

定理 45 两个薄集的并集也是薄集．

设 S1 和 S2 是薄集，S = S1 ∪ S2．为了证明 S 是薄集，对于任意的 ϵ > 0，我们需要构

造出⼀列区间 I1, I2, · · · , In, · · · 以覆盖 S，并保证这些区间的长度之和不超过 ϵ．我们能借助

的就是 S1 和 S2 是薄集这⼀条件．由此可知，对任意的 η > 0，S1 和 S2 都存在覆盖，相应
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的那些区间的长度之和都不超过 η．既然这对任意的 η 成⽴，那取 η = ϵ/2 当然也成⽴．我

们将覆盖写在下⾯：

S1 ⊂ J1 ∪ J2 ∪ · · · ∪ Jn ∪ · · · ,

S2 ⊂ K1 ∪ K2 ∪ · · · ∪ Kn ∪ · · · .

我们来考虑区间列 J1, K1, J2, K2, · · · , Jn, Kn, · · ·．它们的并显然包含 S1 与 S2，因⽽其包

含 S = S1 ∪ S2．这意味着，它是 S 的⼀个覆盖．我们需要证明这个覆盖中的区间长度之和不

超过 ϵ．记 Jm 的长度为 am，Km 的长度为 bm，则区间列 J1, K1, J2, K2, · · · 的长度之和为

a1 + b1 + a2 + b2 + · · · = (a1 + a2 + · · · ) + (b1 + b2 + · · · ) (6.7)

因为 a1 + a2 + · · · < ϵ/2，b1 + b2 + · · · < ϵ/2，所以 (6.7) 式左侧的和不超过 ϵ/2+ ϵ/2 = ϵ．

这就是需要我们证明的论断．

上述论证有个地⽅需要考究⼀番，那就是 (6.7) 式．在计算有限和时，括号当然可以随

便加，这是由加法交换律和结合律（第五章的公理 I1 和 I2）保证的．但我们并没有对⽆限

和引进这样的公理，因此 (6.7) 式需要证明．实际上，我们只需证明 (6.7) 式的的左侧不超过

右侧即可．记 a1 + a2 + · · · = α，b1 + b2 + · · · = β．左侧前⾯任意有限项的和都可以分为

a1, · · · , an 和 b1, · · · , bm 的和（如果求前 k 项的和，那么 k 是偶数时 m = n，k 是奇数时

m = n − 1）．既然是求有限项的和，那么这个和式就等于 a1 + · · ·+ an + b1 + · · ·+ bm．因为

a1 + · · ·+ an < α，b1 + · · ·+ bm < β，因此所有有限项的和都不超过 α + β．这意味着 (6.7)
式左侧的⽆限和不超过 α + β．■

利⽤归纳法，由定理 45 易知，任意有限多个薄集的并集都是薄集．不过这⾥有个更强的

结论，定理 44 成了它的⼀个特殊情形．

定理 46 可数个薄集的并集是薄集．

定理 45 的证明⽅法此处也适⽤，因此我们只给出概要．设 S1, S2, · · · , Sn, · · · 是可数个

薄集，S 是它们的并集．取定 ϵ > 0．我们需要构造可数个区间来覆盖 S，并且这些区间的长

度之和不能超过 ϵ．做到这⼀点，我们就证明了 S 是薄集．因为每个 Sn 都是薄集，所以它都

可以被可数个区间覆盖，且这些区间的长度之和不超过 ϵ/2n．设各 Sn 的覆盖如下：

S1 ⊂ I1 ∪ I2 ∪ · · · ,

S2 ⊂ J1 ∪ J2 ∪ · · · ,

S3 ⊂ K1 ∪ K2 ∪ · · · ,

· · ·

我们来考虑所有的区间 Ir，所有的区间 Js，所有的区间 Kt，…．这些区间构成的集合是可数

多个可数集的集合，即我们有可数多个区间（见 18 节的习题 10），这些区间的长度之和不超

过 ϵ/2 + ϵ/22 + · · ·+ ϵ/2n + · · · = ϵ．■
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有⼀点要说明的是，这⾥我们也遇到了和定理 45 的证明（与 (6.7) 式相关）同样的问题，

但现在的情形要困难⼀点．我们这⾥要对付可数个等式：

a1 + a2 + · · · = α, b1 + b2 + · · · = β, c1 + c2 + · · · = γ, · · · .

我们现在要把所有的 ai, bj, ck, · · · “混合”加起来．不过和前⾯⼀样，只要说明这个⽆限和不超

过 α + β + γ + · · · 即可．证明同上．

最后我们来考虑薄集的⼀个⾮常重要的性质．也就是说，我们必须保证⽤来塑造这个概

念的那些假设互相之间没有冲突．回忆⼀下，[0, 1] 的⼦集 [a, b] 的长度是 b − a；薄集的“长

度为 0”．如果在 b ̸= a 时 [a, b] 是薄集，那么我们的理论就⾃相⽭盾了．我们来证明这⼀点是

不可能发⽣的．与此同时，我们来给出⼀个不是薄集的集合的例⼦（我们之前都在证明这样

或那样的集合是薄集）．如果薄集在这⾥的⾓⾊和 19 节中的可数集类似，那么区间就相当于

连续统的⾓⾊．定理 42 说明连续统是不可数的，下⾯的定理也说明类似的问题．

定理 47 区间不是薄集．

设有区间 I = [a, b]．假设它是薄集，那么对任意 ϵ > 0，它都有⼀个覆盖，覆盖中的这

些区间的长度之和不超过 ϵ．设覆盖为

I ⊂ I1 ∪ I2 ∪ · · · ,

其中 Ik 的长度为 αk，则 α1 + α2 + · · · 不会超过 ϵ．下⾯我们会看到，处理 (ak, bk)（即将

[ak, bk] 的左右端点去掉，称作开区间）这种形式的区间更⽅便．和之前⼀样，约定在 c < d

时区间 J = (c, d) 的长度等于 d − c．我们来证明在给定的假设下，区间 I 有⼀个由开区间构

成的覆盖，这些区间的长度之和可以任意⼩．对任意正数 η，区间 Ik = [ak, bk] 包含于区间

Jk = (ak − η/2k+1, bk + η/2k+1) 之中．Ik 与 Jk 的长度相差 η/2k，因此所有 Jk 的长度之和不

超过 (
α1 +

η

2

)
+
(

α2 +
η

4

)
+ · · ·+

(
αn +

η

2n

)
+ · · · ≤ ϵ + η.

另⼀⽅⾯，因为 Ik ⊂ Jk，所以有

I ⊂ I1 ∪ I2 ∪ · · · ⊂ J1 ∪ J2 ∪ · · · , (6.8)

即 J1, j2, · · · 是区间 I 的⼀个覆盖．因为 ϵ 和 η 可以任意⼩，所以区间 Jk 可以作适当改变以

使得长度之和任意⼩．

先对⼀个简单情形—(6.8) 中的区间数是有限的—来证明定理是成⽴的．令 l(I) 和 l(J)

分别表⽰ I = [a, b] 和 J = (a, b) 的长度，设 (6.8) 中的区间数⽬有限，记为 n．我们来证

明 l(I) ≤ l(J1) + · · ·+ l(Jn) 永远成⽴．在此基础上，若取 ϵ < l(I)，则不可能有覆盖满⾜

l(J1) + · · ·+ l(Jn) < ϵ．
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对所有区间 Jk 进⾏重排，使得 b ∈ Jn，即有 an < b < bn（提醒⼀下：I = [a, b]，

Jn = (an, bn)）．下⾯分两种情况讨论．

1. 当 k < n 时 Jk 不与 Jn 相交．这说明，若 Jk = (ak, bk)，则此时必有 bk < an 或

ak > bn．⽆论是哪种情况，an 都不属于 Jk．与此同时，因为 Jn 是开区间，an 也不属于 Jn．

但是 I ⊂ ∪
Jk，所以 an 不属于 I，即有 an < a 或 an > b．因为之前假定了 an < b < bn，所

以 an < a．由此可知 l(Jn) = bn − an > b − a = l(I)，此时当然有 l(I) ≤ l(J1) + · · ·+ l(Jn)．

2. 区间 Jn 可以和其他区间相交．若 Jn−1 和 Jn 相交，则 Jn−1 ∪ Jn 是开区间（⾃⾏验证），

不妨记为 J′n−1．由此可将 (6.8) 重写作

I ⊂ J1 ∪ J2 ∪ · · · ∪ Jn−2 ∪ J′n−1.

对 n 做归纳（n = 1 的情形是显然成⽴的），并假定下式成⽴

l(I) ≤ l(J1) + · · ·+ l(Jn−2) + l(J′n−1),

则只需再证明 l(J′n−1) ≤ l(Jn−1) + l(Jn) 即可．

区间 Jn−1 和 Jn 相交，说明存在数 x 同时满⾜

an−1 < x < bn−1, an < x < bn.

如果 J′n−1 = Jn−1 ∪ Jn = (c, d)，则 c 是 an−1 与 an 中较⼩的那个数，d 是 bn1 与 bn 中较⼤

的那个数，由此得

l(J′n−1) = d − c = d − x + x − c ≤ bn − an + bn−1 − aan−1 = l(Jn−1) + l(Jn).

⾄此，开区间数⽬有限的情况得到了证明．

现在来考虑开区间数⽬是⽆限的情况．将开区间 Jk 当作实数集的⼦集，记 Jk 是它的补

集，I′k = Jk ∩ I．也就是说，I′k 是区间 I 中那些不属于开区间 Jk 的数构成的集合．于是 (6.8)
就等价于

I′1 ∩ I′2 ∩ I′3 ∩ · · · = ∅. (6.9)

(6.9) 式不过就是将“区间 I 中的每个数都属于某个开区间 Jk”换个说法，因⽽当然与 (6.8) 等

价．

集合 I′k 与区间类似，不过不⼀定是区间：它可能是⼀个区间，也可能是两个区间的并．

另外，端点现在被包括在区间之内了．我们还需要注意区间退化为单点的情形：[a, a] = a（见

图 6.6）．
记 An = I′1 ∩ I′2 ∩ · · · ∩ I′n．显然有 An ⊂ An−1．关系式 (6.9) 意味着

A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ · · · = ∅. (6.10)
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图 6.6

这⼀情况类似于闭区间套公理．如果 An 是区间，那么由闭区间套公理可知存在数 x 被包含

在所有 An 之中．这⼀结论与 (6.10) ⽭盾，因⽽可以证明定理．然⽽，An ⼀般来说并⾮是区

间，⽽是⼀个更加复杂的集合．我们需要处理这个难题．

因为两个闭区间的交集还是区间（可能退化为⼀个点），An 必定由不交的区间（包括退

化后的点）组成．将这些区间（或者点）记作 A(1)
n , A(2)

2 , · · · , A(k)
n ．因为 An = An−1 ∩ I′n，

对于给定的 n，区间 A(i)
n 的数⽬是有限的（见习题 9）．我们将整个区间记作 A0．我们以

⼩圆圈代表这些区间 A(i)
n ，并按 n 增⼤的顺序分⾏放置这些区间（如图 6.7）．另外如果有

A(i)
n ⊂ A(j)

n+1，我们就把代表这两个区间的圆圈连起来．如果按某条向下的路径可以由 A(i)
m 到

达 A(j)
n (m < n)，我们就称圆圈 A(j)

n 接在圆圈 A(i)
m 之后．这也说明区间 A(j)

n 被包含在区间

A(i)
m 之中．因为 An ⊂ An−1，每个圆圈 A(i)

n 都必定接在某个圆圈 A(j)
n−1 之后．如果区间 A(i)

n

与集合 I′n+1 交集为空，那么没有圆圈接在圆圈 A(i)
n 之后．

图 6.7

图 6.7 会让我们想起分叉根系．这些图可以分成两类：

1. 图中只有有限多个圆圈．如果圆圈都形如 A(i)
m (n ≤ n)，那么那么没有圆圈接在圆

圈 A(i)
n 之后．因此 A(i)

n ∩ I′n+1 = ∅．因为 An = I′1 ∩ I′2 ∩ · · · ∩ I′n，且 An =
∩

A(i)
n ，所以

I′1 ∩ · · · ∩ I′n+1 = ∅．这表明 (6.9) 对区间列 I′1, · · · , I′n+1 成⽴，从⽽ (6.8) 对区间列 J1, · · · , Jn+1

成⽴．这是有限多个区间的情形，我们前⾯已经处理过了．

2. 像图 6.7 这样的，其中包含了⽆数多个圆圈．如果找到⼀个路径，其中连接了⽆数多

个圆圈（即有 A(i)
1 , A(j)

2 , A(k)
3 , · · ·，A(j)

2 接着 A(i)
1 ，A(k)

3 接着 A(j)
2 ，以此类推），那么我们就
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得到了⼀列闭区间套 A(i)
1 ⊃ A(j)

2 ⊃ A(k)
3 ⊃ · · ·．依据闭区间套公理，则存在数 x 属于所有这

些区间（此处区间 A(i)
n 含端点是很要紧的）．

诸区间 A(i)
n 中有⼀些很可能会退化为点，即有 [ak, bk]，其中 ak = bk．但对于这种情形，

闭区间套公理仍然适⽤：如果⼀列区间中的某⼀点退化成了点 x，那么所有接着它的区间都

必定只包含 x．因此永远存在数 x 属于所有集合 An，这意味着 x ∈ A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ · · ·，它

与 (6.10) ⽭盾．

我们还需要说明总可以找到⼀条可以⽆限往下的路径．这很简单．根据假设，此时图中

有⽆数多个圆圈，即接着 A0 的圆圈有⽆数多个．因此必定存在某 i 使得接着 A(i)
1 的圆圈有

⽆数多个，在接着 A(i)
1 的 A(j)

2 之中必定有⼀个后⾯接着⽆数多个圆圈，以此类推，就得到了

⽆限序列 A0, A(i)
1 , A(j)

2 , · · ·．⾄此我们完成了定理 47 的证明．■
由定理 44 和定理 47 可知连续统是不可数的，这就给出了定理 41 的第三个证明．

现在我们终于可以说确实存在⼀个不是薄集的集合．⽐如整个区间就是这样的集合．但

我们所证明的远不⽌这点，薄集是如此之“⼩”以⾄于不可能包含⼀个区间，⽆论这个区间的长

度是多么的⼩．因此说薄集“⽆限⼩于”区间是有道理的．我们引进引进⼀个与此有关的说法：

如果区间中不满⾜某性质的数构成⼀个薄集，那我们就说某性质对这个区间中⼏乎所有的数

都成⽴．⽐如，⼏乎所有的数都是⽆理数，⼏乎所有的数都是超越数（见第 18 节的例 2，定

理 42 和定理 44）．
到⽬前为⽌，我们都在讨论薄集的⼀般性质，相关的例⼦却很有限．特别地，我们只知

道有限集和可数集是薄集．现在我们给出⼀个⾮常有趣的薄集的例⼦，它是⼀个不可数集．

这个集合与区间 [0, 1] 中的数的⼗进制表⽰有关．为⽅便表述，我们选数码 2（从 0 到 9

这⼗个数码任选其⼀都是可以的），令 S 是区间中那些⼗进制表⽰中不含数码 2 的所有数构

成的集合．我们来说明集合 S 是不可数集，并且是个薄集．集合 S 不可数这⼀点是显然的．

考虑它的⼀个⼦集 S′，其中所有元素的⼗进制表⽰中只包含两个数码，当然这两个数码都不

是 2，不妨取 0 和 1．显然这个集合与数列 a1, a2, a3, · · · 构成的集合等势，其中 ai 要么为 0

要么为 1．我们知道集合 S′ 不是可数集（见第 19 节习题 6）．因为可数集的⼦集是可数集或

有限集，因此 S 是不可数的．容易证明 S 是个连续统（见本节习题 4）．
现在我们来证明 S 是薄集．将区间 [0, 1] 中那些其⼗进制表⽰中前 n 位不含数码 2 的数

构成的集合记为 Sn．因此如果数 x ∈ Sn，则必有

x = 0.a1a2 · · · an · · · , (6.11)

其中 a1 ̸= 2，a2 ̸= 2，…，an ̸= 2，之后的数码可以随便是多少．易知 Sn ⊃ S．对每个 n，我

们来构造 Sn 的⼀个覆盖，并且随着 n 的增⼤这些覆盖中的区间长度之和⽆限接近于 0．因为

Sn ⊃ S，所以 Sn 的覆盖同时也是 S 的覆盖，这样就说明了 S 是薄集．

任意固定 n 个数码 a1, a2, · · · , an，然后问⾃⼰：所有那些⼗进制表⽰的前 n 位是这 n 个

数码的数构成的集合是什么样的呢？换句话说，集合中的数都形如 (6.11)：前⾯ n 位固定，后
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⾯任意．设

α = 0.a1a2 · · · an00 · · · , β = 0.00 · · · 0an+1an+2 · · · ,

其中 β 的前 n 位都是 0，后⾯的数码与 (6.11) 中的 x 相同．于是有 x = α + β．进⼀步，β

可以表⽰所有前 n 位为 0 的⼩数，换句话说，

β =
an+1

10n+1 + · · · = 1
10n

( an+1

10
+

an+2

102 + · · ·
)

.

因为 an+1, an+2, 可以随便取，因此括号中的表达式可以表⽰任意的 y (0 ≤ y < 1)．因

为 β = y/10n，所以 α + β（这代表了我们之前的整个集合）被包含在区间 [α, α + 1/10n]

之中．我们考虑的是前 n 位都被固定的数．因为 ai ̸= 2，所有数码的集合与 n 个 9 元集

{0, 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 的乘积等势，所以按照定理 17，α 共有 9n 种可能．由此可知集合 Sn 可

以被 9n 个形如 [α, α + 1/10n] 的区间所覆盖．每个区间的长度为 1/10n，所以这些区间之和

为 9n/10n = (9/10)n．因为 9/10 < 1，所以依据引理 12 有 (9/10)n → 0 (n → ∞)．这就证

明了我们的结论．

图 6.8

图 6.8 给出了 n = 1 和 2 时集合 Sn 的 9n 个覆盖．为构造 S1 的覆盖，只需挖掉区间

[0.2, 0.3] 的内部，即开区间 (0.2, 0.3)（图中以⼤弧表⽰）．因此余下 9 个长度为 1/10 的区间

[0, 0.1]，[0.1, 0.2]，[0.3, 0.4]，[0.4, 0.5]，[0.5, 0.6]，[0.6, 0.7]，[0.7, 0.8]，[0.8, 0.9] 和 [0.9, 1]．要

构造 S2 的覆盖，需在上述 9 个区间中各挖掉⼀个长度为 1/100 的区间的内部（图中以⼩弧

表⽰）．⽐如，我们要从区间 [0, 0.1] 中挖掉 (0.02, 0.03)，从 [0.1, 0.2] 中挖掉 (0.12, 0.13)．由

此每个⼤区间可以分出 9 个较⼩的长度为 1/100 的区间．这样就得到了 92 个区间，它们的

长度之和为 92/102．

设 r 的取值仅限于从 0 到 9 的整数，Sr 表⽰区间 [0, 1] 中其⼗进制表⽰中不含数码 r 的

所有数构成的集合．前⾯的论证（我们考虑了 S2）告诉我们 Sr 是薄集．因此根据定理 45，集

合 S0 ∪ S1 ∪ · · · ∪ S9 也是薄集．换句话说，区间 [0, 1] 中⼏乎所有的⼩数都包含所有的数码．

这个命题只是⼀个更⼀般结论的特例．

可以证明，对于⼏乎所有的⼩数，各数码出现的平均次数都相等．它严格的陈述如下：对

于给定的 x ∈ [0, 1]，我们任取⼀个数码 r，数码 r 在 x 的⼗进制表⽰的前 n 位中出现的次数

记为 kn．⽐如对于 x = 0.12237162097，r = 2，则有 k1 = 0，k2 = 1，k3 = 2，k4 = 2，k5 = 2，

k6 = 2，k7 = 2，k8 = 3，k9 = 3，k10 = 3，k11 = 3．数字 kn 依赖于 r 的选择．如果 x 不变，

此时 r = 1，则有 k1 = 1，k2 = 1，k3 = 1，k4 = 1，k5 = 1，k6 = 2，k7 = 2，k8 = 2，k9 = 2，

k10 = 2 以及 k11 = 2．对所有的 r，当 n 固定时，所有 kn 之和为 n，因为前 n 位只有 n 个数
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码．如果在 x 的前 n 位中各数码 r 出现的次数相等，那么对所有的 r，都有 kn = n/10．换

句话说，我们有 kn/n = 1/10．我们说所有数码 r 在⼗进制表⽰中出现的平均次数相等，是

指的极限意义下的相等，即有对任意的数码 r 都有 kn/n → 1/10 (n → ∞)．满⾜这种性质的

数我们称为正规数．我们有这样⼀个⾮凡的结论，⼏乎所有的数都是正规数，也就是说，⾮

正规数构成的集合是薄集．这⽐我们前⾯证明的结论要⼴泛多了．如果某个数码 r 不出现在

⼗进制表⽰中，那么对所有的 n 都有 kn = 0，因此 kn/n → 0．这样的数当然不是正规数．

⼏乎所有的数都是正规数是⼀个了不起的结果．实际上很容易就可以构造出与正规数差

别极⼤的数，⽐如可以使得对给定的 r 有 kn/n → p，其中 p 是介于 0 和 1 之间的任意⼀

个数；也可以使得对数码 0 有 kn/n → 0，对数码 1 有 kn/n → 1；还可以使得对给定的 r，

kn/n 没有极限（见习题 6，7 和 8）．这就使得数码在⼩数中的分布规律显得⼀团糟，简单的

规律（数是正规的）只可能对某些例外的情形成⽴．事实上，规律⼏乎总是成⽴，满⾜“⼀团

糟”的情形的数只能构成⼀个薄集．

对⼏乎所有的数都是正规数这个定理的证明依赖于本章以及本书其他章节的想法．不过

它⽐较复杂，因此我们将它挪到了补充材料⾥．

习题：

1. 证明⽆理数集不可能包含某个区间．

2. 证明⽆理数集不是薄集．

3. 如果⽆限和 a1 + a2 + · · · 和 b1 + b2 + · · · 都存在，证明

a1 + b1 + a2 + b2 + · · · = (a1 + a2 + · · · ) + (b1 + b2 + · · · ).

（正⽂中我们只说明了左侧的和式不会超过右侧．）

4. 证明：区间 [0, 1] 中其⼗进制表⽰不含数码 2 的所有的数构成的集合是连续统．（提⽰：

利⽤第 19 节的习题 6．）

5. 正⽂中我们证明了，区间中 [0, 1] 中其⼗进制表⽰的前 n 位不含数码 2 的所有的数构成

的集合 Sn 可以被 9n 个长度为 1/10n 的区间所覆盖．请问这些区间中不属于 Sn 的数

有哪些？

6. 对满⾜ 0 ≤ p ≤ 1 的任意实数 p，构造实数 x 使得对于数码 2 有 kn/n → p (n → ∞)．

7. 设⾮负实数 p 和 q 满⾜ p + q ≤ 1，构造实数 x 使得对于数码 2 有 kn/n → p (n → ∞)，

对于数码 3 有 k′n/n → q (n → ∞)．

8. 构造实数 x 使得对于数码 2 数列 kn 不存在极限．

9. 证明图 6.7 中的圆圈 A(i)
n 的数⽬总不超过 2n．
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补充：正规数

我们考虑区间 [0, 1] 中的实数 x，它的⼗进制表⽰为

x = 0.a1a2 · · · an · · · . (6.12)

回忆⼀下正规数的定义：对于从 0 到 9 的任意整数 r，它们在 x 的⼗进制表⽰中出现的次数

“均等”．确切的说法如下．对数字 r，记其在 x 的⼩数表⽰前 n 位中出现的次数为 kn，考虑

极限
kn

n
→ 1

10
(n → ∞). (6.13)

若对 r = 0, 1, · · · , 9 都有 (6.13) 式成⽴，则数 x 就是正规数．需要指出的是每个 r 都有⾃⼰

的 kn 序列．给定 r，将满⾜ (6.13) 的实数构成的集合记作 Nr，那么

N = N0 ∩ N1 ∩ · · · ∩ N9 (6.14)

就是所有正规数的集合．

这篇补充材料就是要证明下述命题．

定理 48 区间 [0, 1] 中的非正规数构成的集合是薄集．

⾸先来分析⼀下我们到底需要证明什么．因为 N 是 [0, 1] 的⼦集，所以它的补集 N 就是

所有⾮正规数的集合．由 (6.14) 可得

N = N0 ∪ N1 ∪ · · · ∪ N9.

因为有限多个薄集的并还是薄集，所以只要证明每个 Nr (r = 0, 1, · · · , 9) 都是薄集即可．在

下⽂中我们固定 r，假定对于 r 已经得到了序列 kn（也就是说它能告诉我们 r 在⼩数表⽰的

前 n 位出现的次数）．

记 U 表⽰区间 [0, 1] 中所有不满⾜ (6.13) 的实数的集合（r 当然是固定的）．复习⼀下

(6.13) 式的意思：对任意 ϵ > 0，存在 n(ϵ)（表⽰这个数的选择依赖于 ϵ）使得当 n > n(ϵ)

时有 ∣∣∣kn

n
− 1

10

∣∣∣ < ϵ.

如果 x 不满⾜这个性质，那么就意味着存在⼀个 ϵ > 0，对于⽆论限定什么样的范围总会存

在某个 n 使得不等式 ∣∣∣kn

n
− 1

10

∣∣∣ < ϵ.

不成⽴．也就是说，对于数 x，存在⽆穷多个 n 使得∣∣∣kn

n
− 1

10

∣∣∣ ≥ ϵ (6.15)
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成⽴．给定 ϵ，记 U(ϵ) 为所有这样的数组成的集合．因此对每个 x ∈ U，都存在 ϵ 使得

x ∈ U(ϵ)．换句话说，U 是所有 U(ϵ) 的并集．我们可以对这个说法做些简化．按定义可知，

如果 ϵ1 < ϵ2，则必有 U(ϵ1) ⊃ U(ϵ2)．因此若取⾜够⼤的 m 使得 ϵ > 1/m，则有 U(ϵ) 被

包含在 U(1/m) 之中．所以所有 U(ϵ) 之并与所有 U(1/m) 的并集
∪

m≥1 U(1/m) 相等．我

们也可以⽤任意⼀个趋近于 0 的数列 ϵm 来代替数列 1/m．关键之处在于 U 得是可数多个

集合 U(ϵm) 之并：U =
∪

m≥1 U(ϵm)．因为可数多个薄集之并还是薄集，所以只需证明每个

U(ϵm) 都是薄集就⾏．下⾯就来证明对每个 ϵ > 0，集合 U(ϵ) 是薄集．

给定 n 和 ϵ，记所有满⾜ (6.15) 的数构成的集合为 V(n, ϵ)．于是 x ∈ U(ϵ) 就意味着存

在 ni 使得 x ∈ V(ni, ϵ)，其中 n1 < n2 < · · · 是⾃然数构成的⽆限数列．这就是说，⽆论取

多⼤的⾃然数 N，总有某个 n > N 使得 x ∈ V(n, ϵ)．

令

UN(ϵ) = V(N, ϵ) ∪ V(N + 1, ϵ) ∪ V(N + 2, ϵ) ∪ · · · ,

也可以简写作

UN(ϵ) =
∪

n≥N
V(n, ϵ). (6.16)

因此如果 x 不是正规数，那么有 x ∈ U(N, ϵ)，这说明对所有的 N 都有

U(ϵ) ⊂ UN(ϵ). (6.17)

我们将证明对⾜够⼤的 N，集合 UN(ϵ) 可以被⼀列区间覆盖，它们的长度之和可以任意⼩．

结合 (6.17)，就可以证明集合 U(ϵ) 是个薄集．

以上是对定理的陈述进⾏的纯逻辑的解析．我们必须看看哪些数确实在我们的集合⾥⾯．

集合 V(n, ϵ) 是整个问题的关键．细致的分析将告诉我们，每个这样的集合都是有限多个区

间的并集，和第 20 节分析的缺失了某个数码的问题类似．

先考虑⼩数的前 n 位固定的情形，即

x = 0.a1a2 · · · ancn+1cn+2 · · · ,

其中 a1, · · · , an 固定，ci (i ≥ n+ 1) 可以取从 0 到 9 这些整数中任意⼀个．记 α = 0.a1a2 · · · an，

γ = 0.00 · · · 0cn+1cn+2 · · ·（前 n 位都是 0），则有 x = α + γ，其中 α 固定，γ 可取遍所有形

如 cn+1/10n+1 + cn+2/10n+2 + · · · 的数．换句话说，γ = β/10n，其中 β = 0.cn+1cn+2 · · ·，
即 β 可以表⽰区间 [0, 1] 中除 1 之外的所有数．此时有 x = α + β/10n，其中 α 固定，β 为区

间 [0, 1] 中除 1 之外的所有数．显然这样的数被包含在区间 [α, α + 1/10n] 之中．因此 V(n, ϵ)

可以分成若⼲长度为 1/10n 的区间，区间数⽬等于数列 a1, a2, · · · , an 的个数，这些数列需满

⾜固定的 r 在其中出现 k 次，⽽这个 k 要满⾜不等式∣∣∣ k
n
− 1

10

∣∣∣ ≥ ϵ. (6.18)
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我们现在需要计算出满⾜ r 在其中出现 k 次的数列的数⽬．如果 r 出现在 k 个固定的位

置，其余数码出现在另外的 n − k 个位置上，这就有 9n−k 种可能（利⽤第三章的定理 20）．

另外，有 Ck
n 种⽅法从 n 个位置中选出 k 个给数码 r，这⾥的 Ck

n 是⼆项式系数，也是 n 元

集的 k 元⼦集的数⽬（见定理 22）．因此我们考虑的数列的总数是

Ck
n9n−k.

考虑所有满⾜不等式 (6.18) 的 k，

Tn(ϵ)记为所有 Ck
n9n−k 之和 , (6.19)

这就是要求的数列 a1, · · · , an 的总数．

令⼈惊讶的是，在第三章的补充材料中，关于伯努利概型的切⽐雪夫定理中出现了⼏乎

⼀模⼀样的和式．为了看出其中的关联，我们将 Tn(ϵ) 除以 10n．因此有 Tn(ϵ)/10n 等于所

有 Ck
n(1/10)k(9/10)n−k 之和（k 满⾜ (6.18)）．设 p = 1/10，q = 9/10，我们就得到了第三

章补充材料中考虑的和式 Sϵ．

为什么两个看上去完全不同的问题会得出⼀模⼀样的表达式，我们可以对此做更深⼊的

理解．也就是说，数列 a1, a2, · · · , an 可以看作⼀个伯努利概型 In，其中概率概型 I 由两个事

件组成：“数码为 r”和“数码不为 r”，两者的概率分别为 1/10 和 9/10．但对于这⼀联系我们

不再剖析了，因为第三章补充材料中的结果不能⽤．相⽐于那⾥的定理，我们需要⼀个更精

细的不等式．我们现在就来证明这⼀点．相关概念及说明与第三章那⾥⼀致，概率 p 为介于

0 和 1 之间的任意数．然后将其应⽤于 p = 1/10 的情形，不过有⼀般结论可⽤是有好处的．

增强版切比雪夫不等式 将 Ck
n pkqn−k 对满⾜ 0 ≤ k ≤ n 以及不等式 (6.18) 的所有 k 求和，得

到的结果 Sϵ 不超过 1/(4ϵ4n2)．

这个不等式的证明后⾯再说，这⾥先借此来证明定理．前⾯已知集合 V(n, ϵ) 被包含在

Tn(ϵ) 个长度为 1/10n 的区间之并中．另外，因为 Tn(ϵ)/10n = Sϵ，所以 Tn(ϵ) = 10nSϵ．

因为每个区间的长度都是 1/10n，所以这些区间长度之和正好是 Sϵ．根据增强版切⽐雪夫不

等式，Sϵ ≤ 1/(4ϵ4n2)．因此集合 V(n, ϵ) 是有限个区间之并，且这些区间长度之和不超过

1/(4ϵ4n2)．

根据 (6.16) 式，UN(ϵ) 是所有 V(n, ϵ) 之并，其中 n ≥ N．这表明集合 UN(ϵ) 被包含于

若⼲区间的并集之中，所有这些区间的长度之和不超过

1
4ϵ4

(
1

N2 +
1

(N + 1)2 + · · ·
)

. (6.20)

我们在第 15 节遇到过这样的和式（见引理 13）．因为对任意的⾃然数 n，和式 1/12 +

1/22 + · · ·+ 1/n2 都有界，所以当 N ⾜够⼤时，和式

1
N2 +

1
(N + 1)2 + · · ·
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将⼩于任意给定的正实数．即可以取 N 使得和式 (6.20) ⼩于给定的任意 δ > 0．这表明，对

⾜够⼤的 N，集合 UN(ϵ) 可以被可数个区间覆盖，且这些区间之和⼩于 δ．回忆⼀下 (6.17)，
集合 U(ϵ) 包含于任意 UN(ϵ) 之中，因此对任意的 δ > 0，集合 U(ϵ) 都能被可数个区间所

覆盖，且这些区间之和⼩于 δ．换句话说，U(ϵ) 是薄集．根据证明之初的说明，这就完成了

整个定理的证明．

现在只需证明增强版切⽐雪夫不等式即可．如果读者已经解决了第三章补充材料的习题

5，那么这个证明就没什么可说的了，毕竟那个习题就要求证明增强版切⽐雪夫不等式．为了

没能解决那个习题的读者，我们将证明写在这⾥．虽然将会出现⼀些⽐较长的公式，但基本

的想法与第三章补充材料中切⽐雪夫定理的证明仍是相同的，去括号与合并同类项罢了．

考虑所有 Ck
n pkqn−k 的和 Sϵ，其中 k 满⾜ 0 ≤ k ≤ n 以及 |k/n− p| ≥ ϵ．与证明切⽐雪夫

不等式时⼀样，我们将和式中的每⼀项乘以
(
(k− np)/(nϵ)

)4
．因为只对满⾜ |k/n− p| ≥ ϵ 的

k 求和，即有 |(k− np)/(nϵ)| ≥ 1，所以新的和式不会⼩于原来的和式．下⾯对 k = 0, 1, · · · , n

考虑所有的 (k − np
nϵ

)4
Ck

n pkqn−k

之和．我们将新的和式记作 Sϵ，于是有 Sϵ ≤ Sϵ．我们来说明 Sϵ 可以明确计算出来，由此可

以证明不等式．

将 Sϵ 中的公因式 1/(n4ϵ4) 提出来，即有 Sϵ =
(
1/(n4ϵ4)

)
P．利⽤⼆项式公式来展开

(k − np)4：

(k − np)4 = k4 − 4k3np + 6k2n2p2 − 4kn3p3 + n4p4.

于是有

P = σ4 − 4npσ3 + 6n2p2σ2 − 4n3p3σ1 + n4p4σ0, (6.21)

其中 σr 是所有 krCr
n pkqn−k (k = 0, 1, · · · , n) 之和．和证明切⽐雪夫不等式时⼀样，我们需要

计算出 σ0，σ1，σ2，σ3 和 σ4．

引理 15 符号 σr 定义同上，则有

σ0 = 1,

σ1 = np,

σ2 = n2p2 + npq,

σ3 = n3p3 + 3n2p2q − npq(2p − 1),

σ4 = n4p4 + 6n3p3q − n2p2q(11p − 7) + npq(1 − 6pq).

证明就是不断重复第三章补充材料中引理 7中的技巧．即我们需要将和式 σr 写作 qn fr(p/q)

的形式（见 (3.43) 式），其中 fr(t) 是所有 krCk
ntk 之和．因此找出多项式 f (t) 是关键．利⽤

f0(t) = (1 + t)n, fr+1(t) = f ′r(t)t (6.22)
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（见 (3.44)、(3.45) 式）可以将多项式相继求出来．其实我们在第三章已经把 f0(t)、 f1(t) 和

f2(t) 求出来了（见 (3.47)、(3.49) 式），即

f0(t) = (1 + t)n,

f1(t) = n(1 + t)n−1t,

f2(t) = n(n − 1)(1 + t)n−2t2 + n(1 + t)n−1t.

现在我们利⽤ f2(t) 和 (6.22) 式来求多项式 f3(t)．将 f2(t) 写作 g(t) + h(t)，其中 g(t) =

n(n − 1)(1 + t)n−2t2，h(t) = n(1 + t)n−1t．应⽤第 5 节中的微分法则，可得

f ′2 = g′(t) + h′(t). (6.23)

再根据 (2.18) 来计算 g′(t) 和 h′(t)：

g′(t) = n(n − 1)(n − 2)(1 + t)n−3t2 + 2n(n − 1)(1 + t)n−2t,

h′(t) = n(n − 1)(1 + t)n−2t + n(1 + t)n−1.

做相应替换之后，可得

f3(t) = n(n − 1)(n − 2)(1 + t)n−3t3 + 3n(n − 1)(1 + t)n−2t2 + n(1 + t)n−1t. (6.24)

现在再来计算 f4(t)．和之前⼀样，设 f3(t) = u(t) + v(t) + w(t)，其中

u(t) = n(n − 1)(n − 2)(1 + t)n−3t3,

v(t) = 3n(n − 1)(1 + t)n−2t2,

w(t) = n(1 + t)n−1t.

因此

f ′3(t) = u′(t) + v′(t) + w′(t). (6.25)

继续应⽤ (2.18) 来计算这三个多项式的导数：

u′(t) = n(n − 1)(n − 2)(n − 3)(1 + t)n−4t3 + 3n(n − 1)(n − 2)(1 + t)n−3t2,

v′(t) = 3n(n − 1)(n − 2)(1 + t)n−3t2 + 6n(n − 1)(1 + t)n−2t,

w′(t) = n(n − 1)(1 + t)n−2t + n(1 + t)n−1.

做相应的替换之后，即可得

f4(t) =n(n − 1)(n − 2)(n − 3)(1 + t)n−4t4

+ 6n(n − 1)(n − 2)(1 + t)n−3t3

+ 7n(n − 1)(1 + t)n−2t2 + n(1 + t)n−1t.

(6.26)
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在 (6.24)、(6.26) 中令 t = p/q．因为 p + q = 1，所以 1 + p/q = (p + q)/q = 1/q．根

据关系式 σr = qn fr(p/q) 可得

σ3 = n(n − 1)(n − 2)p3 + 3n(n − 1)p2 + np.

因为 n(n − 1)(n − 2) = n3 − 3n2 + 2n 以及 n(n − 1) = n2 − n，对上式进⾏合并同类项，然

后将其按 n 的幂展开：

σ3 = n3p3 + 3n2p2(1 − p) + n(2p3 − 3p2 + p).

因为 2p3 − 3p2 + p = p(p − 1)(2p − 1)，由此即得引理中的 σ3 的表达式．

由 (6.26) 式可得

σ4 = n(n − 1)(n − 2)(n − 3)p4 + 6n(n − 1)(n − 2)p3 + 7n(n − 1)p2 + np.

因为

(n − 1)(n − 2)(n − 3) = n3 − 6n2 + 11n + 6,

所以有

σ4 = n4p4 + (−6p4 + 6p3)n2 + (11p4 − 18p3 + 7p2)n + (−6p4 + 12p3 − 7p2 + p)n.

再因为

− 6p4 + 6p3 = 6p3(1 − p) = 6p3q,

11p4 − 18p3 + 7p2 = −p2(1 − p)(11p − 7) = −p2q(11p − 7),

− 6p4 + 12p3 − 7p2 + p = −p(1 − p)(6p2 − 6p + 1) = pq(1 − 6pq),

做替换之后就能得到引理中 σ4 的表达式．引理 15 ⾄此就得到了证明．■
为了证明增强版切⽐雪夫不等式，显著只需将引理 15 中的 σr 的表达式代进 (6.21) 式，

然后合并同类项即可．我们按 n 的幂次来考虑对应项的系数：

n4 : p4 − 4p4 + 6p4 − 4p4 + p4 = 0,

n3 : 6p3q − 12p3a + 6p3q = 0,

n2 : − p2q(11p − 7) + 4p2q(2p − 1) = p2q(−11p + 7 + 8p − 4) = 3p2q2,

n : pq(1 − 6pq).

因此就得到

P = 3p2q2n2 + pq(1 − 6pq)n.

因为 Sϵ = P/(n4ϵ4)，所以有

Sϵ =
1

n4ϵ4

(
3p2q2n2 + pq(1 − 6pq)n

)
.
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因为 Sϵ ≤ Sϵ，所以

Sϵ ≤
1

n4ϵ4

(
3p2q2n2 + pq(1 − 6pq)n

)
. (6.27)

在第三章的补充材料部分，我们注意到 pq ≤ 1/4，所以对于上式括号中的部分我们有

3p2q2n2 + pq(1 − 6pq)n = pq
(
1 + 3(n − 2)pq

)
n

≤ 1
4

(
1 +

3(n − 2)
4

)
n

≤ 1
4

n2.

结合 (6.27) 式，即有 Sϵ ≤ 1/(4n2ϵ4)．■
如前所述，增强版切⽐雪夫不等式得到证明后，定理 48 也就被证明了．■

注记 1 在增强版切⽐雪夫不等式中，我们将原来的分母 ϵ2n 换为了 (ϵ2n)2．两者的证

明过程⼏乎完全⼀样，唯⼀的区别在于原来需要乘以的因式
(
(k − np)/(ϵn)

)2
变成了

(
(k −

np)/(ϵn)
)4

．此时很⾃然的出现了⼀个问题：我们能不能将这个因式换为
(
(k − np)/(ϵn)

)2m

（m 是任意⾃然数）？这确实是可⾏的．对每个具体情形（⽐如 m = 3），前⾯的证明⼀样，所

有的变换都可以相应的进⾏．但 m 变⼤时，变换都会更加的复杂．⽐如，我们此时需要计算

2m + 1 个和式 σ0, σ1, · · · , σ2m．最终，我们得到的不等式的分母包含了 (ϵ2n)m．我们这⾥不

需要对切⽐雪夫不等式做如此精细的改进，因此只考虑了 m = 2 的情形．

注记 2 显然，我们的命题并不局限于⼗进制表⽰，对任意进制下的数都是适⽤的．⽐

如考虑 g 进制，数码 r 在数 x 的 g 进制表⽰的前 n 位出现了 kn 次，如果对任意的 r 都

有 kn/n → 1/g (n → ∞)，我们就称数 x 是正规数．在考虑⾮正规数时，我们得到所有

Ck
n(1/g)k(1 − 1/g)n−k 的和式，其中 k 满⾜ |k/n − 1/g| ≥ ϵ．记 p = 1/g，q = 1 − 1/g，则

此和式与前⾯考虑的没有任何区别．因此考虑不同进制的情形时我们的证明仍然适⽤．

在 g = 100 时我们会看到⼀个有趣的结论．100 进制中的“数码”就是⼗进制中任意两个

数码的组合．将这样的组合数码（⽐如 13 或 27）在 x 的⼗进制表⽰前 2n 位中出现的次数

记为 kn，则不满⾜ kn/n → 100 的 x 构成⼀个薄集．换句话说，对⼏乎所有的数，任意的两

位数码组合出现的“频率”都相同 (1/100)．设 g = 10l（l 是任意⾃然数），那么任意 l 位数码

的序列在⼏乎所有的数 x 的⼗进制表⽰中有着相同的出现“频率”1/10l．

注记 3 我们前⾯证明了⼏乎所有的数都是正规数．但判断某个具体的数是不是正规数，

那就变得极端困难了．显然，数字 0.0123456789 · · · 就是个正规数，其中数码 0, 1, · · · , 9 不

断重复（习题 1）．将⾃然数按顺序排在⼩数点后得到的数 0.123 · · · 9101112 · · · 是⼀个正规

数，这个结论的证明已经很复杂了．数学家直到 20 世纪 30 年代才证明了这个结论．直到现

在，
√

2 或 π 是不是正规数都没⼈知道，甚⾄都没⼈知道如何着⼿解决这个问题．（如果对于

⼤于 1 的数，如果它的⼩数部分是正规数，那么就说这个数是正规数．）

习题：
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1. 考虑 x = 0.0123456789 · · · ，其中数码 0, 1, · · · , 9 不断重复．对任意数码 r = 0, 1, · · · , 9

探求相应的 kn，然后证明数字 x 是正规数．

2. 证明对任意有理数 x，对任意给定的数码 r = 0, 1, · · · , 9，kn/n 都有确定的极限．（提

⽰：第 16 节习题 3 表明，有理数在⼗进制下的⼩数表⽰是循环⼩数．）

3. 如果⼀个循环⼩数是正规数，那么它的循环节应该满⾜什么条件？
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7 幂级数

主题：多项式

21 作为生成函数的多项式

之前我们不⽌⼀次遇到过这样的情形，利⽤多项式 f (x) = a0 + a1x + · · · + anxn 可以

很⽅便的表达出有限数列 a0, a1, · · · , an 的相关性质．此时我们就把多项式 f (x) 称为数列

a0, a1, · · · , an 的⽣成函数．第三章我们考虑过⼀个显著的例⼦：给定有限集 S，ak 是其 k 元

⼦集的数⽬．如果引进⽣成函数 fS(x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn，那么当计算与集合 S1 + S2

相应的 ak 时，我们会有特别简单的公式 fS1+S2(x) = fS1(x) fS2(x)（见 (3.8) 式）．

同样的，⽣成函数 (1 + x)n 也可以为研究⼆项式系数 Ck
n (k = 0, 1, · · · , n) 的性质提供便

利．许多关于⼆项式系数的等式都可以由此很容易的得到（见 (2.27) 式及第 6 节的习题）．

我们再介绍⼏个类似的例⼦．第⼀个例⼦与⾃然数的某些性质有关．我们来考虑将⾃然

数 n 表⽰为若⼲个⾃然数之和的问题：n = a0 + a1 + · · ·+ ak (k ≥ 0)，我们称这样的⼀个

表⽰法为⾃然数的⼀个分拆．如果两个分拆中出现的项都相同，仅仅是在和式中的顺序不同，

那么就认为这两个分拆是相同的．⽐如对于⾃然数 6，如下⼏个表⽰

6 = 4 + 1 + 1 = 1 + 4 + 1 = 1 + 1 + 4

代表的是同⼀个分拆．

对 n 的分拆做如下限制：拆出来的项数不超过 k，每⼀项不超过 l，满⾜这种限制的分拆

的数⽬记为 Pk, l(n)．现在我们来研究相应的⽣成函数．按定义 P0, 0(0) = 1．注意到如果 n 存

在⼀个满⾜限制的分拆，则有 n ≤ kl．将所有的 Pk, l(n)xn (n = 0, 1, 2, · · · ) 合起来，再结合

n ≤ kl，就得到了⼀个多项式，将其记作 gk, l(x)：

gk, l(x) = Pk, l(0) + Pk, l(1)x + · · ·+ Pk, l(kl)xkl. (7.1)

显然有 g0, l(x) = 1 和 gk, 0(x) = 1．我们给出两个关系式，它们将多项式 gk, l(x) 与更低

次的多项式联系了起来．考虑差值 Pk, l(n)− Pk, l−1(n)．前⼀项表⽰满⾜

n = a1 + · · ·+ aj, j ≤ k, ai ≤ l

169
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的分拆的数⽬，后⼀项表⽰满⾜

n = a1 + · · ·+ aj, j ≤ k, ai ≤ l − 1

的分拆的数⽬．因此两者的差值表⽰满⾜ (1)

n = a1 + · · ·+ aj, j ≤ k, ai ≤ l

以及 (2)“a1, · · · , aj 中⾄少有⼀个等于 l”的分拆的数⽬．不妨设 a1 = l，则有 n − l = a2 +

· · ·+ aj，现在分拆出的项数将不超过 k − 1，其中每⼀项仍不超过 l．这样我们就在数 n 的

Pk, l(n)− Pk, l−1(n) 个分拆和数 n − l 的 Pk−1, l(n − l) 个分拆之间建⽴了⼀⼀对应．即有

Pk, l(n)− Pk, l−1(n) = Pk−1, l(n − l). (7.2)

按照定义，数 Pk−1, l(n − l) 等于多项式 gk−1, l(x) 中 xn−l 的系数，因此等于多项式

gk−1, l(x)xl 中 xn 的系数．(7.2) 式给出了多项式 gk, l − gk, l−1 和 gk−1, l(x)xl 中 xn 这⼀项

的系数间的⼀个等式．因为等式对任意的 n 都成⽴，故有

gk, l(x) = gk, l−1(x) + gk−1, l(x)xl. (7.3)

第⼆个关系式也可以类似求得．考虑差值 Pk, l(n)− Pk−1, l(n)．前⼀项计数的是项数不超

过 k、每⼀项不超过 l 的分拆；后⼀项计数的是项数不超过 k − 1、每⼀项不超过 l 的分拆．这

说明两者的差值正好是如下分拆的数⽬

n = a1 + · · ·+ ak, ai ≤ l.

将这个分拆中的每⼀项都减去 1（如果原项为 1，则消去这⼀项），可得如下分拆：

n − k = b1 + · · ·+ bj, j ≤ k, bi ≤ l − 1.

因此 Pk, l(n)− Pk−1, l(n) 就等于上述分拆的数⽬．换句话说，我们得到了

Pk, l(n)− Pk−1, l(n) = Pk, l−1(n − k).

仿照之前的推理，可得

gk, l(x) = gk−1, l(x) + gk, l−1(x)xk. (7.4)

我们可以通过 (7.3) 和 (7.4) 来具体算出多项式 gk, l(x)．由这两式可得

gk, l−1(x) + gk−1, l(x)xl = gk−1, l(x) + gk, l−1(x)xk,

化简得

gk, l−1(x)(1 − xk) = gk−1, l(x)(1 − xl).
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即有

gk, l−1(x) = gk−1, l(x)
1 − xl

1 − xk .

⽤ l + 1 替换 l，得

gk, l(x) = gk−1, l+1(x)
1 − xl+1

1 − xk . (7.5)

对多项式 gk−1, l+1(x) 应⽤ (7.5) 式，可得

gk, l(x) = gk−2, l+2(x)
1 − xl+1

1 − xk
1 − xl+2

1 − xk−1 .

这个过程可以重复 k 次．因为 g0, l+k(x) = 1，所以有

gk, l(x) =
(1 − xl+1)(1 − xk+2) · · · (1 − xl+k)

(1 − xk)(1 − xk−1) · · · (1 − x)
. (7.6)

如果将 (7.6) 式的分⼦、分母同时乘以 (1− x)(1− x2) · · · (1− xl)，式⼦将显得更加对称．

记 hm(x) = (1 − x)(1 − x2) · · · (1 − xm)，则 (7.6) 式就变为

gk, l(x) =
hk+l(x)

hk(x)hl(x)
. (7.7)

这个式⼦的右侧与⼆项式系数 Ck
n 有着相似的结构，其中 hk(x) 相当于 k!．由 (7.7) 定义

的多项式 gk, l(x) 称为⾼斯多项式．和⼆项式系数那边⼀样，有理表达式 hk+l(x)/(hk(x)hl(x))

其实是个多项式这⼀结论不是那么显然的．但将其与分拆（即 (7.1) 式）联系起来之后，这就

很明显了（也可参见本节的习题 3）．
现在来研究⾼斯多项式的⼀些类似于⼆项式系数的性质．由 (7.7) 可知，

gk, l(x) = gl, k(x), (7.8)

这与 Ck
k+l = Cl

k+l 类似（因为多项式 gk, l(x) 相当于⼆项式系数 Ck
k+l）．从 (7.8) 式可以

看出 (7.3) 和 (7.4) 是可以互相转换的．设 gk, l(x) = gl, k(x)，对 gl, k(x) 应⽤ (7.3)，得到

gl, k(x) = gl, k−1(x) + gl−1, k(x)xk．再利⽤ (7.8) 式，gl, k−1 = gk−1, l，gl−1, k = gk, l−1．替换之

后就得到了 (7.4)．这两个式⼦都与关系式 Ck
n = Ck

n−1 + Ck−1
n−1 相似．通过直接计算（⽽不是

类⽐）可以得到如下关系式

gk, l(1) = Ck
k+l. (7.9)

不能直接将 x = 1 代⼊ (7.6)，不然会出现分⼦分母同时为 0 的情况．我们把分⼦分母同

时除以 (1 − x)k，或者更准确的说，将分⼦分母中的每⼀项都除以 1 − x．对任意 m，多项式

1 − xm 都可以被 1 − x 整除，且 (1 − xm)/(1 − x) = 1 + x + · · ·+ xm−1（见 (1.12) 式）．由

此可知
1 − xm

1 − x
(1) = m,
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因此有

gk, l(1) =
(l + k) · · · (l + 2)(l + 1)

1 · · · 2 · · · k
.

这就说明了 gk, l(1) = Ck
k+l．

表达式 gk, l(x) 是⼀个多项式⽽不是⼀个数，这⼀事实可以给出⾼斯多项式的⼀个重要性

质，这个性质是⼆项式系数所不能类⽐的．我们将证明，对于任意的 k 和 l 多项式 gk, l(x) 都是

互反多项式．在第 10 节我们介绍了互反多项式，它指的是多项式 f (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anxn

满⾜ ak = an−k (k = 0, 1, · · · , n)．那⾥我们还证明了⼀个 n 次多项式 f (x) 是互反多项式当

且仅当 xn f (1/x) = f (x)．因为 kl 可以拆成 k 个 l 相加，所以 Pk, l(kl) ≥ 1，因此根据 (7.1)
式可知 gk, l(x) 的次数是 kl．另外还可以计算出 (7.6) 中分⼦分母的次数，将两者相减，也可

以得到同样的结论．现在只要证明 xklgk, l(1/x) = gk, l(x) 就可以了．根据 (7.6) 可以⽴即得

到这个结论．注意到对任意 m，都有(
1 − 1

xm

)
= (−1)x−m(1 − xm).

将这个等式代⼊到 gk, l(1/x) 中去．因为它的的分⼦和分母都有 k 个因式，所以 (−1) 这⼀项

可以抵消．将每⼀项中的 x−m 拿出来合并，最后得到 x−N 这单个表达式，因此有 gk, l(1/x) =

x−Ngk, l(x)．注意到计算 N 的操作同样也计算出了 gk, l(x) 的次数，因此 N = kl．这就表明

gk, l(1/x) = x−klgk, l(x)，即 xklgk, l(1/x) = gk, l(x)．因此多项式 gk, l(x) 是互反多项式．

根据 (7.1) 式，⾼斯多项式 gk, l(x) 的性质可以给出相应的分拆的性质．因此 (7.8) 告诉

我们

Pk, l(n) = Pl, k(n), (7.10)

这就是说，自然数 n 的满⾜不超过 k 项且每项不超过 l 的分拆数目，等于满⾜不超过 l 项且

每项不超过 k 的分拆数目．多项式 gk, l 的互反性意味着

Pk, l(n) = Pk, l(kl − n). (7.11)

关系式 (7.9) 告诉我们，对于给定的 k 和 l，有

Pk, l(0) + Pk, l(1) + · · ·+ Pk, l(kl) = Ck
k+l. (7.12)

当然，这些简单的性质不借助⽣成函数 gk, l(x) 也可以证明（见习题 4，5 和 6）．不过利

⽤⽣成函数更容易发现这些性质．

除了互反多项式，我们在第 10 节还介绍了单峰多项式．对于互反多项式 a0 + a1x + · · ·+
aNxn 来说，单峰性意味着 i + 1 ≤ N/2 时有 ai ≤ ai+1．结合互反性，则可知 j ≥ N/2 时有

aj ≥ aj+1．可以证明⾼斯多项式满⾜单峰性，这意味着当 n + 1 ≤ kl/2 时有

Pk, l(n) ≤ Pk, l(n + 1).
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长期以来，这个结论的证明都基于其与代数的⼀个与此完全不同的分⽀之间的联系．也

就是说，当 n + 1 ≤ kl/2 时差值 Pk, l(n + 1)− Pk, l(n) 正好与某个集合的元素个数相同，这

个集合来⾃于另外⼀个全然不同的概念．纯组合的证明直到⼤约⼗年前才被发现 1 ，论证相

当复杂．本书的读者或许会给出⼀个简单⾃然的证明．

第⼆个例⼦．这⾥我们考虑⾃然数的⼀些已知的性质，不过⽤⽣成函数来推导会⾮常简

洁．给定⼀组基之后，我们看看⾃然数⽤它们来表⽰的可能性．

我们从⼆进制表⽰开始．对任意⾃然数 n，我们可以分解出其中 2 的幂次这部分，将其

写作 n = 2km，其中 k 是⾃然数或 0 ⽽ m 是奇数．因为 m 形如 2r + 1，所以 n 可以表⽰为

n = 2k + 2k+1r．对 r 可以进⾏同样的操作．不断重复这个过程，直到将 n 表⽰为 2 的不同幂

次之和：

n = 2k1 + 2k2 + · · ·+ 2km (k1 < k2 < · · · < km).

换句话说，我们要将 n 表⽰成

n = a0 + a12 + a222 + · · ·+ aN2N, (7.13)

其中诸系数 ai 只能取 0 或 1．所有 ai = 0 的项消去后，就将 n 表⽰成了 2 的不同幂次之和．

我们将 (7.13) 称作数 n 的⼆进制表示．我们来证明对每个⾃然数 n 表⽰ (7.13) 都是唯⼀的．

设 n = b0 + b12+ b222 + · · ·+ bM2M 是 n 的另⼀个表⽰．如果 n 是奇数，则 a0 = b0 = 1；

如果 n 是偶数，则 a0 = b0 = 0．总之有 a0 = b0．对第⼆个表⽰作替换 b0 = a0，则有

n − a0

2
= a1 + a22 + · · ·+ an2N1 ,

n − a0

2
= b1 + b22 + · · ·+ bn2NM1 .

因为 (n − a0)/2 ≤ n/2 < n，所以得到了⽐ n ⼩的数 (n − a0)/2 的两个不同的表⽰．应⽤

归纳法，可以假设表⽰的唯⼀性对 (n − a0)/2 已经成⽴，则由此得到 a1 = b1，a2 = b2，等

等．（附带说⼀句，读者在接近第 1 节的习题 5 时也许已经使⽤过这⼀⽅法了．）

对于给定的 N，可以通过令 (7.13) 中所有的 ai 取最⼤值以得到最⼤的 n．即令 ai 都取

1，则 n = 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2N = (2N+1 − 1)/(2 − 1) = 2N+1 − 1．因此对给定的 N，所有

⼩于 2N+1 的数都能写成 (7.13) 那种形式；显然也只有这些数可以写成那种形式．

另⼀⽅⾯，我们考虑乘积

(1 + x)(1 + x2)(1 + x4)(1 + x8) · · · (1 + x2N
). (7.14)

完全展开时，和式中每⼀项 xn 都需要各项取 1 或 x2i
来参与乘法，因此 n 是 2 的若⼲不同

幂次之和，即 n 是若⼲不同的数 2i (i ≤ N) 相加的结果．如前所述，不超过 2N+1 − 1 的数

n 都能由此得到，并且每个数只得到⼀次．这就是说，将 (7.14) 式完全展开之后，对每个不

1译注：组合证明发表于 1990 年，与本书写作时间吻合．
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超过 2N+1 − 1 的数 n，我们都得到⼀个项 1 · xn．换句话说，每个 n ≤ 2N+1 − 1 都有唯⼀的

⼆进制表⽰这⼀事实可以给出如下等式

(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) · · · (1 + x2N
) = 1 + x + x2 + x3 + · · ·+ x2N+1−1. (7.15)

可以⾃⾏验证，上⾯的推理可以逆过来也可⾏．这就是说，由等式 (7.15) 可以得到每个

⾃然数 n ≤ 2N+1 − 1 都有唯⼀的⼆进制表⽰．

但怎么直接证明 (7.15) 呢？为此只需利⽤下式即可：

1 + x + x2 + x3 + · · ·+ x2N+1−1 =
1 − x2N+1

1 − x
.

由此可知为了证明 (7.15)，只需证明

(1 − x)(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) · · · (1 + x2N
) = 1 − x2N+1

.

这很显然成⽴！将前两项相乘，得到 1 − x2．将 1 − x2 与 1 + x2 相乘可得 1 − x4，以此类推，

直到⽤ 1 + x2N
乘以 1 − x2N

得到 1 − x2N+1
．

现在来考虑完全类似的⼗进制表⽰．将⾃然数 n 除以 10，可得 n = 10n1 + a0 (0 ≤ a0 ≤ 9)．
然后再将 n1 除以 10 得到 n1 = 10n2 + a1 (0 ≤ a1 ≤ 9)．代⼊前⼀式可得 n = 102n2 + 10a1 +

a0．继续此过程，最终得到

n = 10kak + 10k−1ak−1 + · · ·+ 10a1 + a0,

其中的 ai 都满⾜ 0 ≤ ai ≤ 9．这就是我们通常说的数 n 的⼗进制表⽰．它是唯⼀的．实际上，

若令 m = 10k−1ak + 10k−2ak−1 + · · ·+ a1，则有

n = 10m + a0.

因为带余除法有唯⼀性，所以即使 n 有其他表⽰，那 a0 也必定是相同的，它是 n 除以 10 所

得的余数．假设存在不同的表⽰

n = 10lbl + 10l−1bl−1 + · · ·+ 10b1 + b0 (0 ≤ bi ≤ 9),

则因为 a0 = b0 可知

10kak + 10k−1ak−1 + · · ·+ 10a1 = 10lbl + 10l−1bl−1 + · · ·+ 10b1.

约去 10，得

10k−1ak + 10k−2ak−1 + · · ·+ a1 = 10l−1bl + 10l−2bl−1 + · · ·+ b1,

即数 m = (n − a0)/10 有两个不同的⼗进制表⽰．因为 m ≤ n/10 < n，对 n 做归纳，假设

m 有唯⼀表⽰，故可得 a1 = b1，a2 = b2，等等．
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因为 ai ≤ 9，所以可表⽰为 n = 10kak + 10k−1ak−1 + · · ·+ 10a1 + a0 的数 n 不会超过

9(10k + 10k−1 + · · ·+ 10 + 1)．计算可知这个数等于 9(10k+1 − 1)/(10 − 1) = 10k+1 − 1．因

此对于给定的 k，可表⽰为 10kak + 10k−1ak−1 + · · ·+ 10a1 + a0 的数即是不超过 10k+1 − 1 的

全体⾃然数．

我们来考虑乘积

(1 + x + x2 + · · ·+ x9)(1 + x10 + x20 + · · ·+ x90) · · · (1 + x10k + x2·10k
+ · · ·+ x9·10k

).

去括号，从第⼀个括号中取⼀个 xa
0，a0 介于 0 到 9 之间；从第⼆个括号中取⼀个 x10a1，a1

的范围与 a0 相同，以此类推．将所有括号中取出的数乘起来就得到了 xa0+10a1+···+10kak，这

就是乘积最终展开式中每⼀个 xn(n ≤ 10k+1 − 1) 项的来源．与之前⼀样，这说明了⼗进制表

⽰的存在性．进⼀步的，每⼀个 xn 都只会出现⼀次，即其系数都是 1．因此由数 n 的⼗进制

表⽰ n = 10kak + 10k−1ak−1 + · · ·+ 10a1 + a0 的存在唯⼀性可得等式

(1 + x + x2 + · · ·+ x9)(1 + x10 + x20 + · · ·+ x90)

· · · (1 + x10k
+ x2·10k

+ · · ·+ x9·10k
)

= 1 + x + x2 + · · ·+ x10k+1−1.

(7.16)

与⼆进制表⽰那⾥⼀样，所有的推理都可以倒过来，因此由 (7.16) 式可得⼗进制表⽰的

存在唯⼀性．我们现在来直接证明 (7.16)，由此也就给出了⼗进制表⽰的存在唯⼀性的新证

明．对 (7.16) 的右侧使⽤

1 + x + x2 + · · ·+ x10k+1−1 =
x10k+1 − 1

x − 1
.

(7.16) 左侧的每个括号同样有

1 + x + x2 + · · ·+ x9 =
x10 − 1
x − 1

,

1 + x10 + x20 + · · ·+ x90 =
x100 − 1
x10 − 1

,

...

1 + x10k
+ x2·10k

+ · · ·+ x9·10k
=

x10k+1 − 1
x10k − 1

.

由此 (7.16) 就变成了

x10 − 1
x − 1

x100 − 1
x10 − 1

· · · x10k+1 − 1
x10k − 1

=
x10k+1 − 1

x − 1
.

这个式⼦显然成⽴：左侧除最后⼀项外每个因式的分⼦都可以与其后⼀项的分母抵消，所有

最后分⼦只剩 x10k+1 − 1，分母只剩 x − 1，这恰好就是右侧．



7777777

176 第七章 幂级数（主题：多项式）

⾄于其他进制下的表⽰可以与此同样处理．

习题：

1. 根据定义和 (7.6) 式给出多项式 gk, 1(x) 的明确表达式．

2. 给出多项式 gk, 2(x) 的明确表达式．

3. 设有理表达式 gk, l(x) 由 (7.7) 定义，证明 (7.3) 和 (7.4) 成⽴，并借此证明 gk, l(x) 是⼀

个多项式（不使⽤ (7.1) 式，也不涉及其与分拆的关联）．

4. 不使⽤⾼斯多项式的性质来证明 Pk, l(n) = Pl, k(n)．（提⽰：分拆 n = a1 + · · · + aj

(a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ aj) 可以⽤⼀个点阵来表⽰，第⼀⾏画 a1 个点，第⼆⾏画 a2 个点，以

此类推．⽐如分拆 13 = 7 + 3 + 1 + 1 + 1 可以⽤如下点阵表⽰

对于这样⼀个点阵，我们考虑它的“转置”点阵，即将⾏变为列．⽐如上⾯点阵的“转置”

点阵如下：

5. 不使⽤⾼斯多项式的性质来证明 Pk, l(n) = Pk, l(kl − n)．（提⽰：分拆 n = a1 + · · ·+ aj

(j ≤ k, ai ≤ l) 可以与分拆 kl − n = (l − a1) + (l − a2) + · · ·+ (l − aj) + l + · · ·+ l 配

对．如果 l − ai = 0，则消去这⼀项；项 l 的数⽬为 k − j．）

6. 不使⽤⾼斯多项式的性质来证明 Pk, l(0)+ Pk, l(1)+ · · ·+ Pk, l(kl) = Ck
k+l．（提⽰：对于不

超过 kl 的数，它的的⼀个分拆 a1 + · · ·+ aj (j ≤ k, ai ≤ l) 可以与集合 {1, 2, · · · , k + l}
的⼦集 {a1 + 1, a2 + 2, · · · , aj + j} 相配对．

7. 现有⼀架天平以及 n 个重量分别为 1 kg、2 kg、4 kg、…、2n−1kg的砝码，试证明若将

重量低于 2n kg 的任意物体放在天平的⼀侧，都可以通过在另⼀侧 放上适当的砝码使

得天平保持平衡．
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8. 现有⼀架天平以及 n 个重量分别为 1 kg、3 kg、9 kg、…、3n−1kg 的砝码，试证明若

将重量低于 (3n − 1)/2 kg 的任意物体放在天平的⼀侧，都可以通过在两侧 放上适当

的砝码使得天平保持平衡．这个命题对应的等式是什么？试直接证明这个等式．（提

⽰：若整数 m 介于 −(3n − 1)/2 和 +(3n − 1)/2 之间，则 m 有唯⼀的表⽰ m =

a0 + a13 + · · ·+ an−13n−1，其中 ai 的取值限于 1、0 或 −1 之内．）

22 幂级数

在前⼀节我们已经看到，为了探究有限数列 a0, · · · , an 的性质，转⽽考虑多项式（即数

列的⽣成函数） f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn 可能会更⽅便．那如果数列是⽆限的呢，⽐如

像⾃然数数列或伯努利数列那样？⽆需多想，给定⼀个⽆限序列 a1, a1, · · · , an, · · ·，我们都可

以写出

f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn + · · · . (7.17)

但这个表达式的右侧是什么意思呢？

我们回到有限数列和多项式的情形．在 21 节中，为了得到不同数列的性质，我们使⽤了

与多项式有关的⼀些等式．为此我们不必考虑“什么是多项式”这个很宽泛的问题，只需要知

道两个多项式何时相等以及如何对多项式施以运算．对表达式 (7.17) 我们也需要厘清同样的

问题，然后就可以借助它们来得到⽆限数列的⼀系列出⼈意料的性质．

表达式 (7.17) 称为幂级数，系数 a0 称为常数项． 我们该怎么理解幂级数之间的相等呢？

在第⼆章我们有两个等价的关于多项式相等的说法．⼀个是说合并同类项之后，对应项的系

数都相等．另⼀个说法是，如果两个多项式对所有未知数 x 的值都相等，那么两个多项式就

相等．将第⼆种说法应⽤于 (7.17)，那就需要解释当 x = α 时幂级数的值是什么．从⽽需要解

释⽆限多个项 anxn 的和什么．根据第五章的材料，我们可以给出⼀种解释，不过这种解释不

是对所有的情形都成⽴．然⽽对幂级数的相等采⽤第⼀种说法的话，那就不会有什么问题了．

对于两个幂级数 f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn + · · · 和 g(x) = b0 + b1x + · · ·+ bnxn + · · ·，
如果 a0 = b0，a1 = b1，更⼀般的对任意的 n 都有 an = bn，那么就认为这两个幂级数相等．

如果说多项式表⽰成 x 的若⼲幂次的形式类似于⾃然数的⼗进制表⽰（我们在第 7 节指出过

这⼀点），那么幂级数就与实数的⼗进制表⽰相类似．⽜顿就多次指出过这⼀点．

现在来讨论多项式之间的运算．和多项式那边⼀样，幂级数

f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn + · · ·

和

g(x) = b0 + b1x + · · ·+ bnxn + · · ·

的和定义为如下幂级数

(a0 + b0) + (a1 + b1)x + (a2 + b2)x2 + · · ·+ (an + bn)xn + · · · .
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对于这两者的乘积，将下式去括号然后再合并同类项：

(a0 + a1x + · · ·+ anxn + · · · )(b0 + b1x + · · ·+ bnxn + · · · ).

换句话说，将所有同类项 anbmxn+m 归类在⼀起．因此 xl 项在新幂级数中的系数就等于 a0bl +

a1bl−1 + · · ·+ alb0．对于给定的 l，只有有限项参与这个和式，即满⾜ n+m = l 的项 anbmxn+m

只有有限多个．这样我们就可以将任意两个幂级数相乘，得到完全确定的结果．

我们前⾯定义了幂级数的加法和乘法，它们与多项式⽅⾯的运算是⼀致的．甚⾄还可以

通过多项式的运算来确定幂级数的运算．为此，我们把多项式 a0 + a1x + · · · + anxn（即将

(7.17) 中 x 的幂⾼于 n 次的项都舍去）称为这个幂级数的 n 次部分和．可以看到，为了及

时两个幂级数的和与积中的幂次不超过 n 的项，我们只需要知道两个幂级数中相应的 n 次部

分和即可．因此为了计算幂级数的和与积的部分和，只需对各⾃的部分和作加法和乘法，然

后将⾼于 n 次的项舍去．因为幂级数的运算可以化归为多项式的运算，因此交换律、结合律

以及分配律仍然成⽴．换句话说，下列关系式（与 14 节中实数公理 I 和 II 类似）对幂级数

f (x)、g(x) 和 h(x) 成⽴：

f (x) + g(x) = g(x) + f (x),(
f (x) + g(x)

)
+ h(x) = f (x) +

(
g(x) + h(x)

)
,

f (x)g(x) = g(x) f (x),(
f (x)g(x)

)
h(x) = f (x)

(
g(x)h(x)

)
,(

f (x) + g(x)
)
h(x) = f (x)h(x) + g(x)h(x).

为了使得幂级数的计算与多项式的计算别⽆⼆致，这冗长的说明是必要的．这也是 18 世

纪的数学家（尤其是欧拉）对待幂级数的态度，他们将幂级数视为⽆限次的多项式，这倒不

算坏．根据同样的原因，我们将本章置于多项式（“⽆限次多项式”）的主题之下．

现在可以来研究幂级数的性质了．我们会看到有些运算对幂级数可⾏，但对多项式却不

⾏．

定理 49 如果幂级数 f (x) = a0 + a1x + · · · 的常数项 a0 不为零，则幂级数的逆 f (x)−1 存在．

要证明这个定理，我们必须找到⼀个幂级数 g(x) = b0 + b1x + · · · 使得 f (x)g(x) = 1．

于是即有 g(x) = f (x)−1．按照前⾯说过的规则将 f (x) 与 g(x) 相乘，得到幂级数

a0b0 + (a0b1 + a1b0)x + · · ·+ (a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0)xn + · · · .

为了让这个幂级数等于 1，则需要 a0b0 = 1，其余的所有系数都为零．由 a0b0 = 1 解得 b0 =

a−1
0 ，这⾥正好⽤到了假设条件 a0 ̸= 0．由 a0b1 + a1b0 = 0 可得 b1 = −a−1

0 b0a1 = −a−2
0 a1．

依次考虑各个系数为零，可解出 b2, , b3, · · ·．假设已经考虑过 1, x, x2, · · · , xn−1 的系数，解

出了 b0, b1, · · · , bn−1．因为 f (x)g(x) 中 xn 的系数为零，所以有

a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 = 0,
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故有 bn = −a−1
0 (a1bn−1 + · · ·+ anb0)．即 bn 可以由之前的系数 b0, b1, · · · , bn−1 确定，这样

就证明了定理．■
特别地，每个常数项不为零的多项式 f (x) = a0 + a1x + · · · + anxn 都有⼀个幂级数逆

f (x)−1．由此可知，每个有理表达式 g(x)/ f (x)（其中 f (x)、g(x) 都是多项式，f (x) 的常数

项不为零）都可以写成幂级数的形式．

我们⽤个简单的例⼦来说明⼀下定理．多项式 1 − x 应该有个幂级数逆 (1 − x)−1．我

们来证明这个幂级数逆就是 1 + x + x2 + x3 + · · ·，其中各项系数都是 1．为此我们要说明

(1 − x)(1 + x + x2 + x3 + · · · ) = 1．等式左边等于

1 + x + x2 + x3 + · · · − x(1 + x + x2 + x3 + · · · ).

可以看到，除了 1 之外所有的项都被抵消了．我们把得到的结果写成下⾯的形式

1
1 − x

= 1 + x + x2 + x3 + · · ·+ xn + · · · . (7.18)

这个式⼦与 (5.2) 很像，但意义完全不同．将 (7.18) 中的 x 换成 −x，就得到了

1
1 + x

= 1 − x + x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + · · · . (7.19)

回忆⼀下第 6 节的讨论：对于给定的数列 a : a0, a1, · · ·，都有两个数列与之相伴：Sa =

(b0, b1, · · · ) 和 ∆a = (c0, c1, · · · )，其中

b0 = a0, b1 = a0 + a1, b2 = a0 + a1 + a2 + · · · ,

c0 = a0, c1 = a1 − a0, c2 = a2 − a1, · · · .

类似于 21 节中有限数列的情形，我们称幂级数 f (x) = a0 + a1x + a2x2 + · · · 为数列 a 的⽣

成函数．

我们怎么求出数列 Sa 和 ∆a 的⽣成函数呢？将幂级数 1+ x + x2 + x3 + · · ·+ xn + · · · 记

为 s(x)，则幂级数 s(x) f (x) 的系数就是 a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, · · ·，即 s(x) f (x) 就是数列 Sa

的⽣成函数．另外易知幂级数 (1 − x) f (x) 的系数为 a0, a1 − a0, a2 − a1, · · ·，即 (1 − x) f (x)

就是数列 ∆a 的⽣成函数．因为 s(x) = (1 − x)−1，所以⼀个幂级数乘以 s(x) 与乘以 (1 − x)

这两种运算正好互逆．我们在第 6 节说明了“数列上的运算 S 与 ∆ 互逆”，前⾯幂级数的说明

让这⼀点显得更加⼀⽬了然．

我们再来讨论关于幂级数的另⼀种运算．

定理 50 对于幂级数 f (x) = a0 + a1x + · · ·，如果常数项 a0 不为零，且存在 k 次⽅根，那么

存在幂级数为 f (x) 的 k 次⽅根，且这个幂级数由常数项唯⼀决定．

这个定理说的是如果存在 b0 满⾜ bk
0 = a0，那么就存在幂级数 b0 + b1x + · · · 满⾜

a0 + a1x + · · · = (b0 + b1x + · · · )k. (7.20)
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⽐较 (7.20) 中左右两侧各 xn 项的系数，依次确定幂级数的系数 b0, b1, b2, · · ·．⽐较 0 次项

的系数，可得 b0 需满⾜的条件 bk
0 = a0．根据给出的假设条件，可知 b0 存在且不为零．

再来⽐较 1 次项．我们可以丢掉右侧所有次数⾼于 1 的项（⽐如 b2x2 等），因为它们参

与运算得到的项不能是 1 次的．因此右侧的 1 次项与 (b0 + b1x)k 中的 1 次项相同．利⽤⼆

项式公式将其展开，可得 1 次项为 kbk−1
0 b1x．两侧⼀⽐较即有 a1 = kbk−1

0 b1．因为 b0 存在且

⾮零，所以 b1 = b−(k−1)
0 a1/k．根据得到的 b0 和 b1，(7.20) 两侧的 0 次项和 1 次项分别对应

相等．

这个过程显然可以继续下去．不妨假设系数 b0, b1, · · · , bn 已经得到，即它们可以满⾜

(7.20) 左右两侧从 0 次项到 n 项都分别对应相等．我们来证明由此可以确定出使得两侧 n + 1

次项也相等的系数 bn+1．令 u(x) = b0 + b1 + · · ·+ bnxn，v(x) = bn+2xn+2 + · · ·，于是 (7.20)
右侧表⽰为 (u(x) + bn+1xn+1 + v(x))k．v(x) 中各项的次数都⾼于 n + 1，它们参与乘法运

算的话不可能产⽣ n + 1 次项．因此我们可以丢掉 v(x)：(7.20) 右侧的 n + 1 次项与多项式

(u(x) + bn+1xn+1) 中的 n + 1 次项相同．根据⼆项式公式将其展开，可以看到 n + 1 次项只

可能出⾃ u(x)k + ku(x)k−1bn+1xn+1．多项式 u(x)k 中的 n + 1 次项只依赖于 u(x) 的系数，

根据我们之前的假设，它们都是已知的，不妨将这⼀项记作 F(b0 + b1 + · · ·+ bn)xn+1．多项

式 ku(x)k−1bn+1xn+1 中的 n + 1 次项只可能由 u(x) 的常数项与其他式⼦相乘得到，因此为

kbk−1
0 bn+1xn+1．⾄此求出 (7.20) 右侧的 n+ 1 次项为 (F(b0 + b1 + · · ·+ bn)+ kbk−1

0 bn+1)xn+1．

⽐较两侧的系数可得

an+1 = F(b0 + b1 + · · ·+ bn) + kbk−1
0 bn+1.

因此若令

bn+1 =
1
k

b−(k−1)
0

(
an+1 − F(b0 + b1 + · · ·+ bn)

)
,

则可保证两侧 n + 1 次项相同．通过不断确定系数 bi，我们可以保证 (7.20) 可以成⽴．这样

就证明了定理．■
如果 a0 > 0，那么依据定理 50，幂级数 a0 + a1x + · · · 有唯⼀的 k 次根幂级数 k

√
f (x)

（其常数项为正数），它也可以写作 f (x)1/k．将它 m（m 是⾃然数）次⽅，就得到了幂级数

f (x)m/k，即可得 f (x)α，其中 α 是任意正有理数．根据定理 49，可以将 f (x)−α 写作幂级数．

因此，对任意有理数 α，都存在幂级数 f (x)α．如何将数 (1 + x)α（α 是个有理数）明确的写

出来呢？这⾥的意思是要将⼆项式推⼴到⼀般的指数为分数的情形．对于指数为整数的情形，

在第 6 节中我们⽤了多项式导数的性质推导出了⼆项式公式．现在要想使⽤类似的⽅法，我

们需要介绍幂级数的导数这个概念．

对于多项式的导数，我们有显式公式 (2.16)．这种⽅式对幂级数也适⽤．由此我们将幂级

数 f (x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ anxn + · · · 的导数定义为

f ′(x) = a1 + 2a2x + · · ·+ nanxn−1 + · · · . (7.21)

为了让这个定义不那么形式化，我们做些解释．幂级数 f (x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+
anxn + · · · 等于多项式 p(x) = f (x) = a0 + a1x + a2x2 + · · · + anxn 与幂级数 u(x) =
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an+1xn+1 + · · · 之和．(7.21) 表明导数中低于 n 次的项与多项式 p′(x) 相同．换句话说，有

f ′(x) = p′(x) + v(x)，其中 v(x) 只包括不低于 n 次的项．总结来说， f ′(x) 的 (n − 1) 次部

分和与 f (x) 的 n 次部分和的导数相同．这个规则定义了导数中低于 n 次的项．因为它对任

意 n 都成⽴，所以由此可以唯⼀确定导数．

据此我们可以很容易证明第 5 节中对多项式导数成⽴的性质对幂级数也成⽴．我们将它

们总结在下⾯：

( f1 + f2)
′ = f ′1 + f ′2,

( f1 + · · ·+ fn)
′ = f ′1 + · · ·+ f ′n,

( f1 f2)
′ = f ′1 f2 + f1 f ′2, (7.22)

( f1 · · · fk)
′ = f ′1 f2 · · · fk + · · ·+ f1 f2 · · · f ′k,

( fk)
′ = k f k−1 f ′.

以乘积的导数为例来做个演⽰．将幂级数 f1 和 f2 写成 n 次部分和与所有⾼于 n 次的项

之和：f1 = p1 + u1，f2 = p2 + u2．于是 f1 f2 = p1p2 + (p1u2 + p2u1 + u1u2) = p1p2 + v，这⾥

v 只包含⾼于 n 次的项．因此 f1 f2 的 n 次部分和 p 可以通过丢掉 p1p2 中⾼于 n 次的项得到，

即 p = p1p2 − w，其中 w 只包含 p1p2 中⾼于 n 次的项．按之前的规定，( f1 f2)
′ 的 n − 1 次

部分和等于 p′ = (p1p2)
′ − w′ = p′1p2 + p1p′2 − w′．因此 ( f1 f2)

′ 的 n − 1 次部分和可以通过

丢掉多项式 p′1p2 + p1p′2 中次数⾼于 n − 1 的项得到．另⼀⽅⾯，f ′1 = p′1 + u′
1，f ′2 = p′2 + u′

2，

故 f ′1 f2 + f1 f ′2 = p′1p2 + p1p′2 + φ，其中 φ = p′1u2 + p2u′
1 + u′

1u2 + p′2u1 + p1u′
2 + u1u′

2，它

只包含不低于 n（甚⾄不低于 2n − 3 ）次的项．因此 f ′1 f2 + f1 f ′2 的 n − 1 次部分和可以通

过丢掉多项式 p′1p2 + p1p′2 中次数⾼于 n − 1 的项得到，即它等于 ( f1 f2)
′ 的 n − 1 次部分和．

因为这对任意的 n 都成⽴，所以有 ( f1 f2)
′ = f ′1 f2 + f1 f ′2．(7.22) 中其他关于乘积导数的公式

可以由这个结论以及归纳法得到，和多项式的情形⼀样．那些关于幂级数和式的导数很容易

证明，留给读者作为练习．

我们现在来说明可以将 (1+ x)α（α 是有理数）看作幂级数，并为它给出确切的展开式．为

简单起见，不妨设 α 是正数（见习题 7）．记 α = p/q，p 和 q 都是⾃然数．显然 (1+ x)p 的常数

项是 1，也就是说常数项⾮零，因⽽有 q 次根 1．根据定理 50，存在幂级数 f (x) = 1+ a1x+ · · ·
满⾜

f (x)q = (1 + x)p. (7.23)

我们对两侧求导．根据 (7.22) 和 (2.20)，可得

q f (x)q−1 f ′(x) = p(1 + x)p−1.

两边同乘 (1 + x) f (x)，

q f ′(x) f (x)q(1 + x) = p(1 + x)p f (x).
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根据 (7.23)，可以约去左侧的 f (x)q 和右侧的 (1 + x)p．因为 p/q = α，所以有

f ′(x)(1 + x) = α f (x). (7.24)

设 f (x) = 1+ a1x + · · ·+ anxn + · · ·，⽐较两侧 xn−1 的系数．因为 f ′(x) = a1 + 2a2x +

· · ·+ nanxn−1 + · · ·，所以可得

nan + (n − 1)an−1 = αan−1.

因此

an =
α − n + 1

n
an−1.

将这个关系式应⽤ r 次，得

an =
(α − n + 1)(α − n + 2) · · · (α − n + r)

n(n − 1) · · · (n − r + 1)
an−r.

因为 a0 = 1，所以令 r = n 有

an =
α(α − 1) · · · (α − n + 1)

n!
.

换句话说，我们有

(1 + x)α = 1 + αx +
α(α − 1)

2
x2 + · · ·+ α(α − 1) · · · (α − n + 1)

n!
xn + · · · . (7.25)

如果 α 是⼀个⾃然数 m，那么从 m + 1 次项开始所有的系数都是 0，则上式就变成了通

常的⼆项式公式．(7.25) 对 α 为负的情形也成⽴（习题 7）．将 (7.25) 称为⽜顿⼆项式公式是

名副其实的，因为它确实是⽜顿⾸先推导出来的（其实式⼦对任意实数 α 都成⽴，不过我们

这⾥不打算展开讲解）． 指数为⾃然数的情形在⽜顿之前就被发现了，⽐如帕斯卡就知道这

个公式．

在本节最后，我们⽤⼴义⼆项式公式 (7.25) 来计算所谓的卡塔兰数，⼀个有着诸多应⽤

的重要数列．这些数与那些涉及分拆的问题关系密切．⽐如我们来计算 n 个数 a1, a2, · · · , an

的乘积，要求每次只能两个数相乘，可以⽤交换律但不使⽤交换律．为此，我们可以⽤括号将

做乘法的两个数括起来．括号可能的放置种数就是卡塔兰数 cn．约定 c1 = 1．显然有 c2 = 1．

对于三个数的乘积 a1a2a3，有两种⽅法放置括号：

(a1a2)a3, a1(a2a3),

因此 c3 = 2．当 n = 4 时，可能的放置有(
(a1a2)a3

)
a4,

(
a1(a2a3)

)
a4, (a1a2)(a3a4), a1

(
(a2a3)a4

)
, a1

(
a2(a3a4)

)
,

因此 c4 = 5．
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卡塔兰数之间有⼀个重要的关系．在计算 a1a2 · · · an 时，最后⼀步必形如 (a1 · · · ak)(ak+1 · · · an)．

对于这两个部分中的乘积，括号当然可以任意放置，因此前⼀部分有 ck 种放置种数，后⼀部

分有 cn−k 种放置种数，因此为了最后得到形如 (a1 · · · ak)(ak+1 · · · an) 这样的乘法，有 ckcn−k

种放置括号的⽅法．分别计算 k = 1, 2, · · · , n − 1，它们的总和即是所有的放置数．换句话说，

当 n ≥ 2 时，我们有关系式

cn = c1cn−1 + c2cn−2 + · · ·+ cn−1c1. (7.26)

右侧的关系式让⼈想起幂级数乘积中各项系数的计算，因⽽可以考虑幂级数（即卡塔兰

数的⽣成函数）

f (x) = c1x + c2x2 + · · ·+ cnxn + · · · .

(7.26) 右侧等于级数
(

f (x)
)2

中 xn 的系数．(7.26) 式告诉我们对于级数 f (x) 和
(

f (x)
)2

，它

们的⼆次项和更⾼次的项的系数都是相等的．但 f (x) 有⼀次项，⽽
(

f (x)
)2

中没有这⼀项，

所以有 (
f (x)

)2
= f (x)− x.

可以看到， f (x) 满⾜⼆次⽅程 y2 − y + x = 0，所以有

f (x) =
1
2
(1 −

√
1 − 4x).

之所以在根号前⾯加负号，是因为级数
√

1 − 4x 有常数项 1 ⽽ f (x) 的常数项为零．

根据 (7.25)，

√
1 − 4x =1 +

1
2
(−4x) +

(1/2)(1/2 − 1)
2

(−4x)2

+ · · ·+ (1/2)(1/2 − 1) · · · (1/2 − n + 1)
n!

(−4x)n + · · · .

因此

cn = − (1/2)(1/2 − 1) · · · (1/2 − n + 1)
n!

(−4)n.

我们可以将这个式⼦进⾏化简：

cn = −1
2
(−1)(−3) · · · (−2n + 3)

n!
(−2)n

=
1 · 5 · · · (2n − 3)

n!
2n−1.

将最后式⼦的分⼦和分母同时乘以 (n − 1)!，将 1 · 2 · · · (n − 1) 中每个因数都配上⼀个 2．于

是得到了不超过 2n − 2 的所有偶数的乘积．因为分⼦上已经有了不超过 2n − 2 的所有奇数

的乘积，所以最后得到了乘积 (2n − 2)!．对于整个式⼦，我们有

cn =
(2n − 2)!
n!(n − 1)!

.
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因为 Cn−1
2n−2 = (2n − 2)!/((n − 1)!(n − 1)!)，所以可将公式写作

cn =
1
n

Cn−1
2n−2.

习题：

1. 通过将幂级数 1/(1 − x) 平⽅来直接计算出 1/(1 − x)2 的各项系数．

2. 为幂级数 1/(1− x)n 的系数找⼀个公式．（提⽰：对 n ⽤归纳法；将级数乘以 1/(1− x)

与对各系数进⾏ S 运算这两种联系起来．）

3. 求出幂级数 1/((1 − ax)(1 − bx)) 的系数．

4. 证明幂级数 1 + x + x2/2! + · · ·+ xn/n! + · · · 与 1 − x + x2/2! − · · ·+ (−1)nxn/n! +

· · · 互逆．

5. 求出 1/(1 − x)n 的导数，并⽤它来确定 1/(1 − x)n 的系数（对 n 归纳）．

6. 求出满⾜ f ′(x) = f (x) 的所有幂级数 f (x)．

7. 证明 (7.25) 对负数 α 也成⽴，并说明当 α 是负整数时，结果与习题 2 和习题 5 的结果

符合．（提⽰：令 α = −p/q，p 和 q 都是⾃然数，设 f (x) = (1 + x)α，利⽤关系式

f (x)q(1 + x)p = 1．）

8. 对于凸 n + 1 边形，我们可以⽤对⾓线将其分割为若⼲个三⾓形．如果要求这些对⾓线

在多边形的内部互不相交，总共可以有多少种分割⽅法？试证明分割总数等于卡塔兰数

cn．

9. 设 f (x) 是 n 次多项式，试证明当 k > n 时，幂级数 f (x)/(1 − x) 中 xk 的系数等于

f (1)．

10. 记 fn(x) = x + 2nx2 + 3nx3 + · · ·，n + 1 次多项式 un(x) 满⾜ un+1(x) = x(1 −
x)u′

n(x) + (n + 1)xun(x)，则有 fn(x) = un(x)/(1 − x)n+1．（提⽰：证明 x f ′n(x) =

fn+1(x)．求出 f0(x)，然后⽤归纳法．）

11. 证明

nn − C1
n(n − 1)n + C2

n(n − 2)n − · · ·+ (−1)n−1Cn−1
n · 1 = n!.

（提⽰：利⽤习题 9 和习题 10 的结果．证明在习题 10 的条件下，un(1) = n!．）
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23 数的分拆

欧拉将借助幂级数来研究⾃然数的分拆这⼀数学分⽀命名为（拉丁⽂）partitio numero-
rum．作为第 21 节的导引，我们给出了利⽤多项式就能得到结论的将数进⾏分拆的例⼦．对

于⼀般情形，需要⽤到幂级数的和．

设 fn(x) (n = 0, 1, 2, · · · ) 是幂级数的⽆限数列，满⾜对每个指数 N，axN 这⼀项只在有

限多个幂级数 fn(x) 中不为零．因此为了及时⽆限和 f0(x) + f1(x) + · · ·+ fn(x) 中 xN 的系

数，我们只需将有限多个级数相加：f0(x) + f1(x) + · · ·+ fm(x)．并且最后所得级数的 N 次

部分和都与有限和 f0(x) + f1(x) + · · ·+ fm(x) 的 N 次部分和相同．因为这些，计算幂级数

的⽆限和（部分和）时实际都在计算有限多个幂级数的部分和．第 22 节得到的对有限和成⽴

的那些性质对⽆限和仍然成⽴（当然幂级数 fn(x) 要满⾜那些公式成⽴的限制条件）．实际上，

只有经过这⼀番解释之后，我们才能说幂级数 f (x) 是它的各项之和，即此时有 fn(x) = anxn．

对于 (
1 + f0(x)

)(
1 + f1(x)

)(
1 + f2(x)

)
· · ·
(
1 + fn(x)

)
· · · (7.27)

这种形式的⽆限积也需要同样的要求：对每个指数 N，axN 这⼀项只在有限多个幂级数 fn(x)

中不为零．因此对于固定的 N，乘积 (7.27) 中 xN 这⼀项只可能来⾃有限多项的乘积
(
1 +

f0(x)
)
· · ·
(
1 + fm(x)

)
．

根据以上说明，我们可以说明如何借助⽣成函数来研究各类分拆问题．将数 n 分拆为不

超过 m 的若⼲数之和这⼀问题与下列⽣成函数相对应：

(1 + x + x2 + x3 + · · · )(1 + x2 + x4 + x6 + · · · ) · · · (1 + xm + x2m + x3m + · · · ).

实际上，若在数 n 的某分拆中，1 这个数出现了 a1 次，2 这个数出现了 a2 次，……，m 这

个数出现了 am 次，则有 n = 1 · a1 + 2 · a2 + ·m · am（某些 ai 可能为零）．对于这样⼀个分

拆，它对应的幂级数中的项可以这样得到：从第⼀个括号中取 xa1 这⼀项，从第⼆个括号中

取 x2a2 这⼀项，……，从最后⼀个括号中取 xmam 这⼀项，然后将它们乘起来．于是 xn 这⼀

项的系数就等于这类分拆（拆出来的各项不超过 m）的总数．根据 (7.18)，我们可以将之前的

⽣成函数写作
1

(1 − x)(1 − x2) · · · (1 − xm)
. (7.28)

与之完全类似的，将数 n 分拆成任意多项之和与⽣成函数

1
(1 − x)(1 − x2) · · · (1 − xm) · · · . (7.29)

相对应．将数分拆成若⼲奇数之和对应⽣成函数

1
(1 − x)(1 − x3)(1 − x5) · · · (1 − x2m+1) · · · , (7.30)
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将数分拆成若⼲偶数之和对应于⽣成函数

1
(1 − x2)(1 − x4) · · · (1 − x2m) · · · .

如果要求分拆中的各项互不相同，那么就有如下⽣成函数

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3) · · · (1 + xm) · · · . (7.31)

此时只允许如下的分拆：1 出现 a1 次，2 出现 a2 次，……，m 出现 am 次，但是每个 ai 只

能是 0 或者 1．这与 (7.31) 中每⼀项只包括 x0
i 和 x1

i 相对应．

这些公式可以⽴即给出诸多应⽤．

定理 51 将数 n 分拆成若⼲个互不相同的数之和的分拆种数，与将 n 分拆为若⼲奇数之和的

分拆种数相等．

⽐如，我们有 4 种⽅法将 6 分拆为不同数之和：

6 =: 6 = 1 + 5 = 1 + 2 + 3 = 2 + 4,

也有 4 种⽅法将 6 分拆为奇数之和：

6 =: 1 + 5 = 1 + 1 + 1 + 3 = 3 + 3 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

从⽣成函数的⾓度来看，定理说的是幂级数 (7.30) 和 (7.31) 其实是相同的．为了证明这

⼀点，我们将 (7.31) 变形⼀下

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3) · · · = 1 − x2

1 − x
1 − x4

1 − x2
1 − x6

1 − x3 · · ·

分⼦是所有 1 − x2n 的乘积，分⼦是所有 1 − xm 的乘积．在 m 是偶数时，分母中对应的项正

好与分⼦全部抵消，因此分母中只剩 m 为奇数的项，这就是幂级数 (7.30)．■
下⼀个性质是关于将⾃然数分拆为任意多个数之和的．记 p(n) 为数 n 的所有这类分拆

的总数．如前所述，幂级数 1 + p(1)x + p(2)x2 + · · ·+ p(n)xn + · · · 由 (7.29) 给出．

定理 52 当 n ≥ 2 时有

p(n)− 2p(n − 1) + p(n − 2) ≥ 0.

这个不等式等价于

p(n − 1) ≤ p(n) + p(n − 2)
2

.

换句话说，如果我们将⼀系列点 (n, p(n)) 在平⾯上标出来，那么从第⼆个点开始，每个点都

不会出现在它前后两点的连线的上⽅（如图 7.1）．如果在每个点 (n, p(n)) 处钉个钉⼦，然后

⽤线把它们围起来，拉紧，就会得到⼀个⽆限凸多边形．
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图 7.1

数列 p(n) 的前 10 个值为

p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5, p(5) = 7,

p(6) = 11, p(7) = 15, p(8) = 22, p(9) = 30, p(10) = 42.

你可以借助这些值对定理做个简单的数值验证．最后得到的凸多边形的凸性是与 p(n) 的快

速增长有关的，例如 p(50) = 204226．

在证明之前我们先给个注．对每个数列 a = (a0, a1, a2, · · · )，我们在第 6 节定义了数

列 ∆a = (a0, a1 − a0, a2 − a1, · · · )．对这个新数列再做⼀次同样的操作，得到数列 ∆∆a =

(a0, a1 − 2a0, a2 − 2a1 + a0, · · · )．当 n ≥ 2 时这个数列中的项可以记作 bn = an − 2an−1 + an−2，

这与定理 52 中的表述是⼀样的．另⼀⽅⾯，如果 f (x) = a0 + a1x + · · · 是数列 a 的⽣成函

数，那么如第 22 节所述，数列 ∆a 的⽣成函数就是 (1 − x) f (x)，从⽽可知数列 ∆∆a 的⽣成

函数是 (1 − x)2 f (x)．易知

(1 − x)2 f (x) = a0 + (a1 − 2a0)x + (a2 − 2a1 + a0)x2 + · · ·+ (an − 2an−1 + an−2)xn + · · · .

现在可以来证明定理了．根据前⾯的注记，定理就等价于幂级数 (1− x)2(p(0) + p(1)x +

· · ·+ p(n)xn + · · · 中从 x2 项开始所有项的系数都⾮负．因为

p(0) + p(1)x + · · ·+ p(n)xn + · · ·

= (1 − x)−1(1 − x2)−1(1 − x3)−1 · · · ,

所以我们必须证明下列幂级数中从 x2 项开始所有项的系数都⾮负：

(1 − x)(1 − x2)−1(1 − x3)−1 · · · .

记 g(x) = (1 − x3)−1(1 − x4)−1 · · ·，则上⾯的幂级数就形如 (1 − x)(1 − x2)−1g(x)．因

为 (1 − x)(1 − x2)−1 = (1 + x)−1，所以幂级数变为 (1 + x)−1g(x)．很容易可以看出幂级数

g(x) 也与⼀类分拆相对应．按照得到级数 (7.28)、(7.29) 和 (7.30) 的思路，我们可以知道 g(x)
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对应的分拆要求拆出来的数都不能⼩于 3．把⾃然数 n 的所有这类分拆的总数记为 q(n)，则

有

g(x) = 1 + q(1)x + q(2)x2 + · · · .

因为 (1 + x)−1 = 1 − x + x2 − x3 + · · ·，则幂级数 (1 + x)−1g(x) 中 xn 的系数等于

q(n)− q(n − 1) + q(n − 2)− · · ·+ (−1)n

（回忆⼀下两个幂级数如何相乘即可）．现在的⽬标就是证明不等式

q(n)− q(n − 1) + q(n − 2)− · · ·+ (−1)n ≥ 0. (7.32)

由明显成⽴的不等式 q(n) ≥ q(n − 1) 即可得出 (7.32)．实际上，给定 n − 1 的⼀个分拆，

我们将分拆出的最⼤的数再加上 1，就得到了 n 的⼀个分拆．如果前⼀个分拆中各项都⼤于

2，那么新得到的分拆显然也满⾜这个条件．当 n 是奇数时，(7.32) 中可以配对出 (n + 1)/2

组⾮负数 q(n− 2k)− q(n− 2k − 1)；如果 n 是偶数，则除了配对出⾮负数外还需加上 1(> 0)．
这样就证明了定理．■

到⽬前，我们⼏乎只是将幂级数互相乘⼀下，就得到了关于分拆数⽬的结论．欧拉将这

⽅法做了进⼀步改进，通过幂级数乘积所满⾜的函数⽅程来计算乘积的系数．我们⽤⼀个例

⼦来说明这⼀点．

考虑将⾃然数分拆为数⽬给定的不同数之和的问题．为此欧拉引进了⼀个新未知数 z 以

及幂级数

G(x, z) = (1 + z)(1 + xz)(1 + x2z)(1 + x3z) · · · .

将幂级数按 z 的幂次展开，可得

G(x, z) = 1 + u1(x)z + u2(x)z2 + · · ·+ um(x)zm + · · · , (7.33)

其中 ui(x) 是关于未知数 x 的幂级数．um(x)zm 这⼀项来⾃于若⼲组 m 项 xiz 的乘积之和，

每组乘积中指数 i 互不相同．因此 xnzm 的系数就等于将 n 分拆为 m 个不同数之和的可能种

数．换句话说，um(x) 就是我们所要考虑的分拆的⽣成函数．

将 G(x, z) 中的 z 换为 xz，则 G(x, z) 中除了第⼀项之外所有的因式都会出现，因此有

G(x, z) = (1 + z)G(x, xz). (7.34)

这就是 G(x, z) 所满⾜的函数⽅程．另⼀⽅⾯，将 (7.33) 中的 z 换为 xz，则有

G(x, xz) = 1 + u1(x)xz + u2(x)x2z2 + · · ·+ um(x)xmzm + · · · .

将这个表达式乘以 1 + z，并与 (7.34) 相对照，可得关系式

um(x) = um(x)xm + um−1(x)xm−1.
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因此

um(x) =
xm−1

1 − xm um−1(x). (7.35)

将这个关系式应⽤于 um−1(x)，并对 (7.35) 中的 um−1(x) 做替换，可得

um(x) =
x(m−1)+(m−2)

(1 − xm)(1 − xm−1)
um−2(x).

将类似的操作进⾏ m 次，并假定 u0(x) = 1，则得到了 um−1(x) 的表达式：

um(x) =
x(m−1)+(m−2)+···+1

(1 − xm)(1 − xm−1) · · · (1 − x)
=

xm(m−1)/2

(1 − x)(1 − x2) · · · (1 − xm)
. (7.36)

我们之前已经见过了幂级数 1/
(
(1 − x)(1 − x2) · · · (1 − xm)

)
（见 (7.28)），它是将数 n

分拆为各项不超过 m 的⾃然数之和这⼀分拆对应的⽣成函数．因此 (7.36) 告诉我们，将 n 分

拆为 m 个不同数之和的种数等于将数 n − m(m − 1)/2 分拆为各项不超过 m 的若⼲数之和

的种数．

欧拉考虑了⼀个与⽣成函数 (7.29) 相关，但更简单的乘积

(1 − x)(1 − x2)(1 − x3) · · · . (7.37)

这是个很有趣的表达式．在第 21 节中，我们注意到了⾼斯多项式 gk, l(x) 与⼆项式系数之间

的相似性．相似性基于公式 (7.7)，多项式 hm(x) 类似于数 m!．复习⼀下，

hm(x) = (1 − x)(1 − x2) · · · (1 − xm).

由此出发，可以认为乘积 (7.37) 类似于“⽆限阶乘”．从数的观点来说，这个名词毫⽆意义；即

使对多项式来说它也没道理．但借助幂级数我们可以给这个表达式⼀个严格的定义．

欧拉将乘积展开到了 x51 这⼀项，即

(1 − x)(1 − x2)(1 − x3) · · · =1 − x − x2 + x5 + x7 − x12 − x15

+ x22 + x26 − x35 − x40 + x51 + · · · .

这⾥有些规律使欧拉⾮常着迷：所有的系数都仅限于 0、1 和 −1 这三个数．进⼀步的还有，

那些系数⾮零的项的指数构成的数列是欧拉⾮常熟悉的：它们都形如 n(3n + 1)/2，其中 n 分

别为 −1, 1, −2, 2 , −3, 3, −4, 4 , −5, 5, −6 ．这些数因为与“图形”相关⽽引起了⼴泛兴趣，

很久之前⼈们就知道它们了．三⾓形数就是如图 7.2 所⽰，均匀排列成等边三⾓形的点的数

⽬，这些数有 1, 3, 6, 10, …, n(n + 1)/2, …
四边形数就是如图 7.3 所⽰，均匀排列成正⽅形的点的数⽬，它们就是平⽅数 n2．

五边形数就是如图 7.4 所⽰，均匀排列成正五边形的点的数⽬．
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图 7.2

图 7.3

显然，每个五边形数都是⼀个等差数列的和：

V = 1 + 4 + 7 + · · ·+ (3n − 2)

= 1 + (1 + 3) + (1 + 2 · 3) + · · ·+ [1 + (n − 1) · 3]

= 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n个

+[1 + 2 + · · ·+ (n − 1)] · 3

= n +
n(n − 1)

2
· 3 =

3n2 − n
2

.

与这些数相类似，取负数 n = −m 得到的那些数 (3m2 + m)/2 也被称为五边形数．

欧拉为乘积 (1 − x)(1 − x2)(1 − x3) · · · 给出了⼀个幂级数表达式，其中的项都形如

(−1)nxn(3n−1)/2 + (−1)nxn(3n+1)/2 (n = 0, 1, · · · ).

他说这是⼀个“值得注意的观察，然⽽我不能以⼏何般的严格性证明它．”我们暂且称它是⼀个

假设．欧拉在 1741 年给出了这个假设，直到 9 年后的 1750 年才找到⼀个证明．因为它与五

边形数的关系，这个结论被称为欧拉五边形定理．它的证明⽐我们⽬前给出的那些论证要复

杂⼀些，因此我们将它放在了补充材料之中．

欧拉五边形定理给出了数的分拆的⼀些新的性质．⾸先，乘积 (1− x)(1− x2)(1− x3) · · ·
也是⼀个⽣成函数．与乘积 (7.31) 完全类似，展开式中的每⼀项 xn 都可由将 n 分成若⼲不
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图 7.4

同数之和的某个分拆得到．但现在这⼀项多了个符号：分拆成偶数项则取正号，分拆成奇数

项之和则取负号．因此 xn 的系数就等于上述两种分拆（将 n 分拆成偶数项之和以及分拆成

奇数项之和）数⽬的差值．由此可将欧拉五边形定理陈述如下：

如果自然数 n 不是五边形数，那么 n 的如下两种分拆的数目相等：将 n 分拆为偶数个不

同数之和以及将 n 分拆为奇数个不同数之和．如果 n 是五边形数，即存在非零整数 m 使得

n = m(3m − 1)/2，那么前面两种分拆数目之差等于 (−1)m．

五边形定理还有⼀个推论如下．回忆⼀下，乘积 (7.29) 与幂级数 1+ p(1)x+ p(2)x2 + · · ·
相同．欧拉定理，根据它的逆 (7.37) 是诸项 (−1)nxn(3n±1)/2 之和．将这两个幂级数相乘（分

别各取⼀项相乘，然后合并同类项），乘积为 1，即得到⼀个除了常数项外其余项系数皆为 0
的幂级数．写出乘积中 xn 的系数，因为系数为 0，所以有关系式

p(n)− p(n − 1)− p(n − 2) + p(n − 5) + · · · = 0.

和式中的项形如 (−1)m(p(n − m1) + p(n − m2)
)
，其中 m1 = m(3m − 1)/2，m2 = m(3m +

1)/2．只需考虑不超过 n 的 m1 和 m2，p(0) 默认为 1．按照关系式，可以由较⼩的 p(n′)

(n′ < n) 的值去求 p(n)，这是⼀种计算 p(n) 的简便⽅法．⽐如，

p(10) = p(9) + p(8)− p(5)− p(3),

p(9) = p(8) + p(7)− p(4)− p(2),

p(8) = p(7) + p(6)− p(3)− p(1),

p(7) = p(6) + p(5)− p(2)− 1,

p(6) = p(5) + p(4)− p(1),

p(5) = p(4) + p(3)− 1,

p(4) = p(3) + p(2),

p(3) = p(2) + p(1),

p(2) = p(1) + 1,

p(1) = 1.
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从下往上计算，可得 p(1) = 1，p(2) = 2，p(3) = 3，p(4) = 5，p(5) = 7，p(6) = 11，

p(7) = 15，p(8) = 22，p(9) = 30，p(10) = 42．

习题：

1. 最近重新⽤起了货币单位“⼽⽐”，硬币的⾯值只有 1 ⼽⽐，5 ⼽⽐，10 ⼽⽐和 50 ⼽⽐．记

an 为 n ⼽⽐可以⽤前述四种硬币等价换算出来的种数．证明幂级数 1+ a1x+ a2x2 + · · ·
等于 1/p(x)，其中 p(x) 是⼀个多项式，试求出这个多项式．

2. 给定⾃然数 k1, · · · , kr，将 n 分拆为若⼲ ki 之和（每个数可重复），记 an 为 n 的所有

可能的分拆种数，解决此时类似习题 1 中的问题．

3. 假设分拆中顺序不同便认为是不同的分拆，那么在习题 2 中，将 n 分拆为 m 项之和的

种数就等于 (xk1 + · · ·+ xkr)m 中 xn 的系数．解决新条件下的习题 2．

4. 假设分拆中顺序不同便认为是不同的分拆，那么每个⾃然数 n 都有 2n−1 种⽅法写成若

⼲⾃然数的和．

5. 利⽤未知数 x1, · · · , xn 可以构造出多少个 m 次单项式？（提⽰：将所有单项式 xr1
1 · · · xrn

n

的和写成 1/p(x1, · · · , xn)，p(x1, · · · , xn) 是多项式，然后令 x1 = · · · = xn = y．）

6. 设 Fm = 1/
(
(1 − x)(1 − x2) · · ·+ (1 − xm)

)
，那么根据 (1 − xm)Fm = Fm−1 可知 Fm =

Fm−1 + xmFm．将 n 分拆为 1, · · · , m 等数之和的种数为 A(n)，将 n−m 分拆为 1, · · · , m

等数之和的种数为 A(n − m)，将 n 分拆为 1, · · · , m − 1 等数之和的种数为 B(n)，试

⽤前⾯关于 Fm 的关系式证明 A(n) = A(n − m) + B(n)．如果⽤第 21 节的记号，那么

A(n) 就是 Pn, m(n)，因此上述结论就是 (7.2) 的推论（此时 k, l 和 n 是什么呢）．不过

现在我们是利⽤幂级数的性质来证明的，毫不涉及分拆⽅⾯的推理．

7. 德国数学家诺德 (Node) 引起了欧拉对分拆理论的兴趣．在信中，诺德写道：“对于充分

⼤的 n 怎么确定 n 的分拆数⽬呢？⽐如，有多少种⽅法将 50 分拆为都不超过 7 的若⼲

⾃然数之和？如果分拆成 7 个不同的⾃然数之和呢？”两周后欧拉就给予了回复，指出了

他的问题与幂级数之间的关系，并且演⽰了如何⽤这种⽅法来解答那些问题．半年后欧

拉发表了这⽅⾯的结果．特别地，他给出了习题 6 中的关系式，然后给出了 n 和 m 从

1 开始直⾄ n = 69 和 m = 11 之间所有情况的分拆数⽬．试重建欧拉的推理过程，并

给出 n 从 1 到 50，m 从 1 到 7 所有情形下的分拆数⽬的表格．可以将表格绘制成 7 列

50 ⾏的矩形．⽤这种⽅法，可以证明有 18138 种⽅法将 50 分拆为各项都不超过 6 的

若⼲⾃然数之和，有 522 种⽅法可以将 50 分拆为 7 个不同数之和．（提⽰：(7.36) 和

(7.37) 之间的楷体字部分对此有帮助．）
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8. 在对 n 进⾏分拆时，要求只有奇数可重复出现，记此时的分拆数⽬为 an；若要求分拆

中每⼀项最多只能出现 3 次，记此时的分拆数⽬为 bn，证明恒有 an = bn．

9. 将乘积 (1 + xz)(1 + x2z)(1 + x4z)(1 + x8z) · · · 写成 1 + u1(x)z + u2(x)z2 + · · · 的形

式，并求出 uk(x)．

10. 将幂级数 (1 − xz)−1(1 − x2z)−1(1 − x3z)−1 · · · 写成 1 + v1(x)z + v2(x)z2 + · · · 的形

式，并求出 vk(x)．类似于 (7.36)，试将本题的结果解释为分拆数⽬之间的关系．

补充 1：欧拉五边形定理

我们这⾥给出两个证明．这个定理现在有许多不同的证明⽅法．第⼀个证明属于欧拉，它

是纯代数的杰作．这个证明⼏乎只⽤了去括号和将项合并的操作，不过这些操作合在⼀起就

⾮常复杂了，毕竟这个证明是欧拉在提出猜想的⼗年后才发现的．

证明的思想⾮常⾃然．将乘积

(1 − x)(1 − x2)(1 − x3) · · · (1 − xn) · · · (7.38)

逐步展开，将每步的结果表⽰为两项的和，其中⼀项是 N 次多项式，另⼀项可以被 xN+1 整

除．数 N 逐步增加，然后来计算 (7.38) 的部分和．我们先从有限积

(1 − a1)(1 − a2) · · · (1 − an)

开始．去掉最后⼀个括号，有

(1 − a1)(1 − a2) · · · (1 − an) =(1 − a1)(1 − a2) · · · (1 − an−1)

− an(1 − a1)(1 − a2) · · · (1 − an−1).

现在对右侧第⼀项进⾏同样的操作，它等于

(1 − a1)(1 − a2) · · · (1 − an−2)− an−1(1 − a1)(1 − a2) · · · (1 − an−2).

我们可以对 (1 − a1)(1 − a2) · · · (1 − an−2) 进⾏同样的操作，以此类推，直⾄到 1 − a1 这⼀

项，即有

(1 − a1)(1 − a2) · · · (1 − an)

= 1 − a1 − a2(1 − a1)− a3(1 − a1)(1 − a2)

− · · · − an(1 − a1)(1 − a2) · · · (1 − an−1).

(7.39)
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(7.39) 可被应⽤于⽆限积 (1 − u1)(1 − u2) · · · (1 − un) · · ·，其中 ui 是幂级数且 x 的幂

次逐渐增⼤．对 un = xn 的情形应⽤前⾯的推理（此时“幂级数”以 xn 开始），可得

(1 − u1)(1 − u2) · · · (1 − un) · · ·

= 1 − u1 − u2(1 − u1)− u3(1 − u1)(1 − u2)

− · · · − un(1 − u1)(1 − u2) · · · (1 − au−1)− · · · .

(7.40)

实际上，假如只考虑次数不超过 n 的项，那么左侧从第 n+ 1 项开始的所有因式以及右侧从第

n + 1 项开始的所有项都可以暂且不管，因为它们不包括次数不超过 n 的项．于是当 ai = ui

时就得到了 (7.39)．也就是说，等式 (7.40) 的左右两侧次数不超过 n 项是相同的．因为这对

任意的 n 都成⽴，所以 (7.40) 成⽴．

在 (7.40) 中做替换 ui = xi，可得

(1 − x1)(1 − x2) · · · (1 − xn) · · ·

= 1 − x1 − x2(1 − x1)− x3(1 − x1)(1 − x2)

− · · · − xn(1 − x1)(1 − x2) · · · (1 − xn−1)− · · · .

(7.41)

这是我们变换操作的第⼀步．记乘积 (1 − x1)(1 − x2) · · · (1 − xn) · · · 为 P0，(7.41) 中除前两

项之外每⼀项都除以 x2，即令

P1 = 1 − x + x(1 − x)(1 − x2) + · · ·+ xm(1 − x) · · · (1 − xm+1) + · · · ,

于是 (7.41) 式变为

P0 = 1 − x − x2p1. (7.42)

现在来变换 P1．记

Qk = xk(1 − x)(1 − x2) · · · (1 − xk+1),

则有

P1 = Q0 + Q1 + · · ·+ Qk + · · · .

去掉乘积 Qk 中的第⼀个括号，则有

Qk = Ak − Bk,

其中

Ak = xk(1 − x2)(1 − x3) · · · (1 − xk+1), A0 = 1,

Bk = xk+1(1 − x2)(1 − x3) · · · (1 − xk+1), B0 = x.

由此可将 P1 写作

P1 = A0 − B0 + A1 − B1 + · · ·+ Ak − Bk + · · · . (7.43)



初
稿
7777777

23 数的分拆 195

我们注意到，当 k ≥ 2 时 Ak − Bk−1 有更简单的表达式：

Ak − Bk−1 = xk(1 − x2) · · · (1 − xk+1)− xk(1 − x2) · · · (1 − xk) = −x2k+1Ck−2,

其中

Ck = (1 − x2) · · · (1 − xk+2),

这表明

Ck−2 = (1 − x2)(1 − x3) · · · (1 − xk).

将 (7.43) 写作

P1 =A0 − B0 + A1 + (−B1 + A2)

+ (−B2 + A3) + · · ·+ (−Bk−1 + Ak) + · · · ,

于是有

P1 = 1 − x + x(1 − x2)− x5C0 − x7C1 − · · · − x2k+5Ck − · · · .

我们可以将其换⼀种写法．记

P2 = C0 + x2C1 + · · ·+ x2kCk + · · · ,

则有

P1 = 1 − x3 − x5P2. (7.44)

将其展开，得

P2 =1 − x2 + x2(1 − x2)(1 − x3) + · · ·

+ x2k(1 − x2)(1 − x3) · · · (1 − xk+2) + · · · .

⾄此，证明的核⼼⼯作其实已经结束了．(7.42) 和 (7.44) 通过隔离出更⾼幂次的部分和给出

了乘积 (7.38) 的归纳展开．我们只需继续操作，将结果明确写出来即可．

令

Pn =1 − xn(1 − xn)(1 − xn+1)

+ x2n(1 − xn)(1 − xn+1)(1 − xn+2) + · · ·

+ xkn(1 − xn)(1 − xn+1) · · · (1 − xn+k) + · · · .

与 P1 那边的变换类似，记

Qk = xnk(1 − xn)(1 − xn+1) · · · (1 − xn+k),

则

Pn = Q0 + Q1 + · · ·+ Qk + · · · .
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去掉 Qk 的第⼀个括号：

Qk = Ak − Bk,

Ak = xnk(1 − xn+1) · · · (1 − xn+k),

Bk = xn(k+1)(1 − xn+1) · · · (1 − xn+k).

考虑 k ≥ 2 时的差值 Ak − Bk−1：

Ak − Bk−1 = xnk(1 − xn+1) · · · (1 − xn+k−1)(1 − xn+k)

= −xnk+n+k(1 − xn+1) · · · (1 − xn+k−1)

= −xnk+n+kCk−2,

其中

Ck = (1 − xn+1) · · · (1 − xn+k+1), k ≥ 0.

整除 Ak − Bk−1 的 x 的最⾼幂次 nk + n + k 可以写成

nk + n + k = (n + 1)(k − 2) + 3n + 2,

因此 Pn 可以写作

Pn = A0 − B0 + A1 + (−B1 + A2) + · · ·+ (−Bk−1 + Ak) + · · ·

= A0 − B0 + A1 − x3n+2(C0 + xn+1C1 + x2(n+1)C2 + · · · ).

按定义，和式

C0 + xn+1C1 + x2(n+1)C2 + · · ·

= 1 − xn+1 + xn+1(1 − xn+1)(1 − xn+2)

+ x2(n+1)(1 − xn+1)(1 − xn+2)(1 − xn+3) + · · ·

+ xk(n+1)(1 − xn+1) · · · (1 − xn+k+1) + · · ·

与 Pn+1 相等．因为

A0 − B0 + A1 = 1 − xn + xn − x2n+1 = 1 − x2n+1,

我们就得到了关系式

Pn = 1 − x2n+1 − x3n+2Pn+1. (7.45)

什么给出了展开 (7.38) 为级数的完整过程．现在来看看它到底说明了什么结果．利⽤

(7.45) 可以表⽰出 Pn−1：

Pn−1 = 1 − x2n−1 − x3n−1(1 − x2n+1 − x3n+2Pn+1).
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同样的还可以得到 Pn−2：

Pn−2 = 1 − x2n−3 − x3n−4(1 − x2n−1 − x3n−1(1 − x2n+1 − x3n+2Pn+1)).

继续操作下去直⾄到 P0．从中可以看出 1 − x2n+1 这⼀项交替取正负号，实际上这⼀项的符

号是 (−1)n．另外，在从 Pn 到 Pn−1 时，这⼀项还被乘以了 x3n−1；在从 Pn−1 到 Pn−2 时，

又被乘以了 x3n−4，以此类推．因此在 P0 中 1 − x2n+1 被乘以了 x2+5+···+(3n−1)．指数是⼀个

等差数列的和：

2 + (2 + 3) + · · ·+ (2 + 3(n − 1)) = 2n + 3(1 + 2 + · · ·+ (n − 1))

= 2n + 3
n(n − 1)

2
=

3n2 + n
2

.

乘积 (7.38) 因此等于下列诸项之和：

(−1)nx(3n2+n)/2(1 − x2n+1) = (−1)nx(3n2+n)/2 + (−1)nx(3n2+n)/2+2n+1.

可以看到 (3n2 + n)/2 就是第 n 个五边形数（n 对应负值）．另外

3n2 + n
2

+ 2n + 1 =
3n2 + 5n + 2

2
=

3(n + 1)2 − (n + 1)
2

,

这是第 n+ 1 个五边形数．因此乘积 (7.38) 等于诸项 (−1)nx(3n2+n)/2 (n = 0,−1, 1,−2, 2, · · · )
之和．这就证明了欧拉五边形定理．■

需要指出的是，我们可以不必推导 (7.44)，⽽直接得出 (7.45)．因为得到 (7.45) 后取 n = 1

即可得到 (7.44)．我们将推导过程重复了⼀遍是为了让变换的逻辑显得更加清晰．

现在来给出第⼆个证明，它基于⾼斯和雅可⽐在 19 世纪发现的⼀个等式． 这⾥主要关

⼼⽆限积

(1 + xz)(1 + xz−1)(1 + x3z)(1 + x3z−1) · · · (1 + x2n−1z)(1 + x2n−1z−1) · · · (7.46)

的计算，其中 z 和 z−1 前⾯的 x 的指数取遍所有奇数．这个式⼦⽐我们之前碰到的那些都要

复杂，因为它涉及了 z 的负数次幂．我们将说明这个表达式具有恰到好处的价值．如果只考

虑 (7.46) 中前 n 对因式，即考虑

(1 + xz)(1 + xz−1)(1 + x3z)(1 + x3z−1) · · · (1 + x2n−1z)(1 + x2n−1z−1), (7.47)

它就是普通的代数分式．去掉所有括号，我们会得到形如 xmzr 的项，其中 m 只取正数⽽ r

可正可负．如果再考虑 (7.46) 中的下⼀对因式，那么去括号后增加的只是其中 x 的幂次⼤于

2n 的项．因此 zr 的系数是 x 的幂级数．为了计算幂次不⾼于 2n 的项，考虑有限乘积 (7.47)
就⾜够了．展开之后，⽆限乘积 (7.46) 就是若⼲形如 Ar(x)zr 的项之和，其中 Ar(x) 是 x 的
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幂级数，r 取任意整数．考虑到表达式 (7.46) 关于 z 和 z−1 的对称性，最后得到的展开式也

该是对称的，即 zr (r > 0) 的系数 Ar(x) 等于 z−r 的系数 A−r(x)．所以可将 (7.46) 写作

A0(x) + A1(x)(z + z−1) + · · ·+ Ar(x)(zr + z−r) + · · · . (7.48)

我们下⾯分两步来计算幂级数 A0(x), A1(x), · · ·．
第⼀步与第 23 节中的推理完全类似．记乘积 (7.46) 为 F(z)，将 z 换为 x2z，于是每⼀

对因式 1 + x2k−1z 和 1 + x2k−1z−1 就变成了 1 + x2k+1z 和 1 + x2k−3z−1．此时 (7.46) 中的因

式中除了两处外都只是换了位置但⼤⼩不变：第⼀处是原来的 1 + xz 消失了，第⼆处是由原

来的 1 + xz−1 变成了 1 + z−1z−1，这是原先的乘积中所没有的．由此就得到了

F(x2z)
1 + xz

1 + x−1z−1 = F(z).

显然有 (1 + xz)/(1 + x−1z−1) = xz，所以上式变为

F(x2z)xz = F(z). (7.49)

现在考虑乘积 F(z) 的展开式 (7.48)，对其应⽤关系式 (7.49)，可得(
A0(x) + A1(x)(x2z + x−2z−1) + · · ·

+ Ar(x)(x2rz + x−2rz−1|+···)
)
xz

= A0(x) + A1(x)(z + z−1) + · · ·+ Ar(x)(xr + z−r) + · · · .

两侧包含 zr 的项必相等．在左侧，这些项来⾃于包含 zr−1 的项与 xz 相乘，即来⾃于 Ar−1(x)x2(r−1)zr−1

与 xz 的乘积．在右侧，它们来⾃于 Ar(x)zr．因此有

Ar−1(x)x2r−1 = Ar(x).

根据这个关系式可以顺次将所有 Ar(x) 联系起来，特别地有

Ar(x) = x2r−1Ar−1(x) = x2r−1+2r−3Ar−2(x)

= · · · = x2r−1+2r−3+···+1A0(x).
(7.50)

x 的指数是前 r 个奇数之和．在五边形定理的第⼀个证明中我们遇到过类似的求和：

1 + (1 + 2) + (1 + 2 · 2) + · · ·+ (1 + 2(r − 1)) = r + 2(1 + 2 + · · ·+ r − 1)

= r + 2
r(r − 1)

2
= r + r(r − 1) = r2.

这就是说前 r 个奇数之和等于 r2（见图 7.3）．于是可将 (7.50) 写成

Ar(x) = xr2
A0(x).
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可以验证，如果考虑 x 的负数幂，也会得到同样的结果，此处从略．

根据之前的结论可知 A0(x) 这⼀项可以从整个表达式 (7.48) 中提取出来，给乘积 (7.46)
的⼀个⾮常简洁的表达：

(1+xz)(1 + xz−1)(1 + x3z)(1 + x3z−1)

· · · (1 + x2n−1z)(1 + x2n−1z−1) · · ·

= A0(x)
(
1 + x(z + z−1) + · · ·+ xr2

(zr + z−r) + · · ·
)
,

(7.51)

不过因式 A0(x) 还有待确定．

上⾯的推理与第 23 节中计算乘积 G(x, z) 的⽅法⼀模⼀样．然后那边的常数项我们是知

道的，因此可⽤来计算其余的项．我们这⾥关键的⼀项 A0(x) 并不知道，因此必须设法把它

求出来．

现在进⼊证明的第⼆步——计算级数 A0(x)．复习⼀下，为了找出次数不超过 2n 的项，

只需考虑有限积 (7.47)．我们现在可以具体的求出⼀些系数．⽐如对 zn 的系数可以这样来求：

从形如 1 + x2r−1z 的项中取 x2r−1z，从形如 1 + x2r−1z−1 的项中取 1，然后把这些元素乘起

来．最终我们就得到了 x1+3+···+(2n−1)zn = xn2
zn．利⽤证明第⼀步中同样的技巧，我们可以

把其余的项都⽤它表⽰出来，尤其是 A0(x)．这就是下⾯证明的思路．

固定 n，将乘积 (7.47) 记为 f (z)．再次将 z 换为 x2z．之前对 (7.46) 做这个替换时产⽣

了⼀些变化，此处产⽣的变换要⼤⼀些．与之前⼀样，1 + xz 这⼀项在 f (x2z) 中消失了，同

时出现了新的项 1 + x−1z−1．另外⼀些新变化出现了：新因式 1 + x2n−1x2z = 1 + x2n+1z 出

现了，⽽ 1 + x2n−1z−1 消失了． f (x2z) 和 f (z) 中其余的项保持不变．由此得到了新的关系

式，它们更为复杂：

f (x2z)
1 + xz

1 + x−1z−1
1 + x2n−1z−1

1 + x2n+1z
= f (z). (7.52)

前⾯说过，(1 + xz)/(1 + x−1z−1) = xz．因为 xz(1 + x2n−1z−1) = zx + x2n，所以 (7.52) 变

成了

f (x2z)(zx + x2n) = f (z)(1 + x2n+1z). (7.53)

现在将 f (z) 按 z 和 z−1 的幂展开：

f (z) = a0(x) + a1(x)(z + z−1) + · · ·+ an(x)(zn + z−n). (7.54)

将这个展开式带⼊ (7.53)：(
a0(x) + a1(x)(x2z + x−2z−1)

+ · · ·+ an(x)(x2nzn + x−2nz−n)
)
(zx + x2n)

=
(
a0(x) + a1(x)(z + z−1)

+ · · ·+ an(x)(zn + z−n)
)
(1 + x2n+1z)
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显然等式两侧 zr(r ≥ 1) 的系数相等．在左侧，这⼀项来⾃于包含 zr−1 的项与 xz 相乘，以及

包含 zr 的项与 x2n 相乘．在右侧，它来⾃于包含 zr−1 的项与 x2n+1z 相乘，以及包含 zr 的

项与 1 相乘．由此得到下述关系式

ar−1(x)x2r−1 + ar(x)x2r+2n = ar−1(x)x2n+1 + ar(x).

将关于 ar−1(x) 和 ar(x) 的项合并⼀下，有

ar−1(x)x2r−1(1 − x2n−2r+2) = ar(x)(1 − x2n+2r). (7.55)

上式允许我们⽤某些项的系数来表⽰其余项的系数．⽐如有

ar(x) =
ar−1(x)x2r−1(1 − x2n−2r+2)

(1 − x2n+2r)
.

将 (7.55) 中的 r 换为 r − 1，再做替换，可得

ar(x) =
ar−2(x)x2r−1+2r−3(1 − x2n−2r+2)(1 − x2n−2r+4)

(1 − x2n+2r)(1 − x2n+2r−2)
.

继续这样的操作 r 次，可得分⼦中 x 的次幂为 x(2r−1)+(2r−3)+···+1，即 xr2
．最终有结果

ar(x) = a0(x)xr2 (1 − x2n−2r+2)(1 − x2n−2r+4) · · · (1 − x2n)

(1 − x2n+2r)(1 − x2n+2r−2) · · · (1 − x2n+2)
.

因为我们知道 an(x) 等于 xn2
，所以在上式中令 r = n，得

xn2
= a0(x)xn2 (1 − x2)(1 − x4) · · · (1 − x2n)

(1 − x2n+2) · · · (1 − x4n)
.

将其重写为

a0(x) =
(1 − x2n+2) · · · (1 − x4n)

(1 − x2)(1 − x4) · · · (1 − x2n)
. (7.56)

再次回忆⼀下之前说过的，要找出乘积 (7.46) 中 x 的幂次不超过 2n 的项的系数，只需

要在有限积 (7.47) 中找到相应的项即可．特别地，这与 A0(x) 中的项相关：其中幂次不超过

2n 的项与 a0(x) 中的对应项相同．但 (7.56) 的分⼦中 x 的幂次都超过了 2n，因此都可以丢

掉不管．于是 A0(x) 中幂次不超过 2n 的项与下述级数中对应项相同：

1
(1 − x2)(1 − x4) · · · (1 − x2n)

.

因为这个结论对任意的 n 都成⽴，所以有

A0(x) =
1

(1 − x2)(1 − x4) · · · (1 − x2n) · · · .
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与 (7.51) 式相结合，就完全确定了乘积 (7.46)．两侧同时乘以分母，将分母中的各因式分配

给相应的项（我们在第 15 和第 16 节讨论过这⼀运算的合理性），就有

(1+xz)(1 + xz−1)(1 − x2)

· · · (1 + x2n−1z)(1 + x2n−1z−1)(1 − x2n) · · ·

= 1 + x(z + z−1) + · · ·+ xn2
(zn + z−n) + · · · ,

(7.57)

这真是⼀个相当简洁的表述．左侧，三个因式合成⼀组：(1+ x2n−1z)(1+ x2n−1z−1)(1− x2n)

(n = 1, 2, · · · )．
五边形定理是 (7.47) 的⼀个推论．令 x = y3 和 z = −y，则左侧有

1 + x2n−1z = 1 − y6n−2,

1 + x2n−1z−1 = 1 − y6n−4,

1 − x2n = 1 − y6n,

也就是说，左侧包括了所有 1− yn 的乘积，其中 n 是偶⾃然数．在右侧，xn2
zn 变为 (−1)ny3n2+n，

xn2
z−n 变为 (−1)ny3n2−n．由此可知左右两侧都只出现 x 的偶数次幂．于是令 y2 = t，则左

侧是所有 1 − tn 的乘积，其中 n 是⾃然数；⽽右侧是形如 (−1)nt(3n2±n)/2 的项之和．这个等

式就是五边形定理．■

习题：

1. 给出下述乘积的幂级数表⽰：

(1 − x)2(1 − x2)(1 − x3)2(1 − x4) · · · (1 − x2n+1)2(1 − x2n+2) · · · .

2. 给出下述乘积的幂级数表⽰：

(1 + x)2(1 − x2)(1 + x3)2(1 − x4) · · · (1 + x2n+1)2(1 − x2n+2) · · · .

3. 证明

(1 − x2)(1 + x)(1 − x4) · · · (1 − x2n)(1 − x2n+2) · · ·

= 1 + x + x3 + x6 + · · ·+ xn(n+1)/2 + · · · .

4. 证明

(1 − x2)(1 − x4)(1 − x6) · · ·
(1 − x)(1 − x3)(1 − x5) · · · = 1 + x + x3 + x6 + · · ·+ xn(n+1)/2 + · · · .
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补充 2：伯努利数的生成函数

我们来考虑⼀个神奇的幂级数

e(x) = 1 +
x
1!

+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · . (7.58)

如果我们证明能⽤数字替换 x，那么就会得到⼀个重要的函数，即可以证明 e(x) = ex，这⾥

e 是⾃然对数的底．但我们这⾥只考虑幂级数的纯代数理论．与此同时，我们将说明幂级数

e(x) 也保留了作为指数函数时的⼀些性质．

我们引进新的未知数 y，然后考虑幂级数 e(y) 和 e(x + y)．现在来证明

e(x + y) = e(x)e(y). (7.59)

将 (7.58) 中的 x 换为 x + y，则 n 次项形如 (x + y)n/n!．利⽤⼆项式公式将 (x + y)n 展开

则有

(x + y)n = xn +
n!

1!(n − 1)!
xn−1y +

n!
2!(n − 2)!

xn−2y2 + · · ·+ yn.

因此
(x + y)n

n!
=

xn

n!
+

xn−1

(n − 1)!
y
1!

+
xn−2

(n − 2)!
y2

2!
+ · · ·+ yn

n!
.

即可将其看作形如
xk

k!
yn−k

(n − k)!

的表达式之和，其中 k = n, n − 1, · · · , 0．这正好就是 e(x) 中 k 次项与 e(y) 中 n − k 次项的

乘积，因此它们正好给出了幂级数 e(x)e(y) 中的 n 次项．这就证明了 (7.59)．
本质上，(7.59) 等价于⼆项式公式，并且包括了对所有 n 的⼆项式公式．

根据这⼀神奇的性质，我们可以借助它来更⽅便的构造新型的⽣成函数．令 a 表⽰数列

α0, α1, · · · , αn, · · ·，我们引进⼀个幂级数 e(ax)（注意 a 是⼀个数列）：

e(ax) = α0 +
α1x
1!

+
α2x2

2!
+

α3x3

3!
+ · · ·+ αnxn

n!
+ · · · .

它也被称为数列 a 的阶乘⽣成函数．如果对两个数列 a = (α0, α1, · · · , αn, · · · ) 以及 b =

(β0, β1, · · · , βn, · · · )，我们定义 a + b = (α0 + β0, α1 + β1, · · · , αn + βn, · · · )，那么显然有

e
(
(a + b)x

)
= e(ax) + e(bx). (7.60)

现在对幂级数应⽤第⼆章的补充材料⾥引进的符号．即，如果 f (t, x) = f0(t) + f1(t)x +

· · ·+ fn(x)xn + · · · 是幂级数，它的系数都是多项式，a 是⼀个数列，那么可定义

f (a, x) = f0(a) + f1(a)x + · · ·+ fn(a)xn + · · · .
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表达式 f (a) 的意义在第⼆章的补充材料⾥定义过了：若有 f (t) = a0 + a1t + · · · + amtm，

a = (α0, α1, · · · , αn, · · · )，那么有 f (a) = a0 + a1α1 + · · ·+ amαm．在这个记号下，数列 a 的

阶乘⽣成函数记作 e(ax)．对于数 α 以及数列 a = (α0, α1, · · · , αn, · · · )，我们定义 α + a 为新

数列 a′ = (α0 + α, α1 + α, · · · , αn + α, · · · )，则有与 (7.59) 相似的关系式

e
(
(α + a)x

)
= e(αx)e(ax). (7.61)

这个等式的证明与 (7.59) 那边完全相同．按定义，左侧的 n 次项是 (α + a)n/n!，它是形如

1
n!

n!
k!(n − k)!

αkαn−kxn =
1
k!

αkxk 1
(n − k)!

αn−kxn−k

的所有项之和．但这样的项都是 e(αx) 中的 k 次项与 e(ax) 中的 n − k 次项的乘积．按照幂

级数乘法的定义，所有这些项之和就是乘积 e(αx)e(ax) 中的 n 次项．这就证明了 (7.61)．
我们现在利⽤前⾯的那些等式来给出伯努利数数列 B = (B0, B1, · · · , Bn, · · · ) 的阶乘⽣

成函数．回忆⼀下，伯努利数由下述关系式确定

(B + 1)m − Bm = m, m = 1, 2, · · · . (7.62)

我们考虑 (7.62) 中三个数列的阶乘⽣成函数：数列 (B + 1)m，数列 Bm，以及数列 m (m =

0, 1, 2, · · · )，即所有⾮负整数数列．我们将最后⼀个数列记作 N．按照 (7.60)，我们可以将

(7.62) 写作

e
(
(B + 1)x

)
− e(Bx) = e(Nx). (7.63)

根据 (7.62)，有 e
(
(B + 1)x

)
= e(x)e(Bx)．现在还需要求出幂级数 e(Nx)．它的 n 次项为

n
n!

xn =
1

(n − 1)!
xn−1x,

因此有 e(Nx) = xe(x)，于是 (7.63) 变为

e(Bx)(e(x)− 1) = xe(x).

由此得到

e(Bx) =
xe(x)

e(x)− 1
. (7.64)

这就是伯努利数的阶乘⽣成函数．注意到分母中的幂级数 e(x)− 1 的常数项为 0，所以分⼦

分母可以同时约去⼀个 x．这样得到的新分母的常数项为 1，因此根据定理 49，它有逆．根

据这个⽣成函数可以很容易的得到伯努利数的所有性质．⽐如我们可以证明下标为⼤于 1 的

奇数的伯努利数都是 0（第⼆章补充材料的习题 3）．前⾯已知 B1 = 1/2（也可以很容易的

由 (7.64) 得到），因此如果这个结论成⽴，那么幂级数 e(Bx)− x/2 中将只包含 x 的偶数次

幂．如果将幂级数 f (x) 中的 x 换为 −x，那么 x 的偶数次幂项保持不变，奇数次幂项改变符
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号．因此如果 f (x) 只包含 x 的偶数次幂项，就相当于在 x 变为 −x 时式⼦保持不变，即有

f (−x) = f (x)．

因此我们需要说明将幂级数 e(Bx)− x/2 中的 x 变为 −x 时式⼦保持不变．根据 (7.64)，
我们要证明的结论等价于

xe(x)
e(x)− 1

− x
2
=

−xe(−x)
e(−x)− 1

+
x
2

.

记 e(x) 为 u．上式两边除以 x，并同时减去 1/2．根据 (7.59)，e(−x) = u−1．于是上⾯的式

⼦就变成了
u

u − 1
− 1 = − u−1

u−1 − 1
.

这是显然成⽴的：左侧通分，右侧分⼦分母同时乘以 u．

我们借助这个新⽅法来得出伯努利数和 Sm(n) = 1m + 2m + · · ·+ nm 之间的关系．在第

⼆章的补充材料⾥，我们证明了

Sn
m =

1
m + 1

(
(B + n)m+1 − Bm+1

)
.

它也可以写作

Sm−1(n) =
1
m
(
(B + n)m − Bm

)
. (7.65)

我们⽤新⽅法重新推导这个公式．

固定 n，我们来考虑数列 (B + n)m − Bm 的阶乘⽣成函数．根据 (7.60)，它可以表⽰为

e
(
(B + n)x

)
− e(Bx)．按照 (7.61)，这个幂级数等于 e(Bx)e(nx)− e(Bx) = e(Bx)

(
e(nx)− 1

)
．

对 (7.59) ⽤归纳法易得 e(nx) = e(x)n．据此以及 (7.64)，可知幂级数等于

xe(x) =
e(x)n − 1
e(x)− 1

.

因为
e(x)n − 1
e(x)− 1

= 1 + e(x) + · · ·+ e(x)n−1,

所以

xe(x) =
e(x)n − 1
e(x)− 1

= x
(

e(x) + · · ·+ e(x)n
)

.

再将 e(x)k 换为 e(kx)，则有

xe(x) =
e(x)n − 1
e(x)− 1

= x
(

e(x) + e(2x) + · · ·+ e(nx)
)

.

我们来计算⼀下右侧中 xm 的系数，它等于 e(x) + e(2x) + · · ·+ e(nx) 中 xm−1 的系数．

考虑 e(kx)，其中 xm−1 的系数为 km−1/(m − 1)!．因此所求的系数为

1
(m − 1)!

+
2m−1

(m − 1)!
+ · · ·+ nm−1

(m − 1)!
=

Sm−1(n)
(m − 1)!

.
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令 αm = (B + n)m − Bm，数列 a 为 α0, α1, · · · ．我们已经证明了幂级数 e(ax) 中 xm 的系数

为 Sm−1(n)/(m − 1)!．按照定义，它应该等于 αm/m!．因此就得到了

αm

m!
=

Sm−1(n)
(m − 1)!

,

由此可得 (7.65)．

习题：

1. 定义数列 B′
n：B′

1 = −1/2；当 n ≥ 2 时有 B′
n = Bn．证明数列 B′

n 的阶乘⽣成函数为

e(B′t) = t(et − 1)．对于数列 B′
n，当 m ≥ 2 时有关系式 (B′ + 1)m = B′

m 成⽴．

2. 证明

e
((

B − 1
2

)
x
)
= 2e

(
B

x
2

)
− e(Bx).

3. 证明：当 m 为偶数时，伯努利多项式 Bm(x) 有根 x = −1/2．（提⽰：利⽤第⼆章补充

材料中的习题 2 和 3．）

4. 证明⽆限和 (7.58) 在 x 取任意实数时都有意义．（提⽰：将 x 换为 |x|，然后将命题归

结为 x > 0 的情形．若 x > 0，可以证明

xn

n!
+ · · ·+ xn+k

(n + k)!
≤ xn

n!
(1 + α + · · ·+ αk),

其中 α = x/n．在 n > x 时应⽤ (5.2)．）
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正文提及的数学家的生卒年份

下表中的最右侧⼀栏表⽰提及该数学家的章节数，符号 S13 表⽰第 13 节之后的补充材料．

公元前

毕达哥拉斯 约 580 — 约 500 1

西奥多罗斯 约 470 — 约 399 2

泰阿泰德 约 414 — 369 2

欧⼏⾥得 约 465 — 约 300 2，3，11

阿基⽶德 287? — 212 6

埃拉托⾊尼 约 276? — 195? 13

公元

斐波那契 约 1170—约 1240? 3

韦达 1540 — 1603 8

伽利略 1564 — 1642 18

笛卡尔 1596 — 1650 4

费马 1601 — 1665 6
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帕斯卡 1623 — 1662 6，22

巴罗 1630 — 1677 6

⽜顿 1642 — 1727 6，22

罗尔 1652 — 1719 17

雅各布·伯努利 1654 — 1705 6，S6，10，S10，15，

20，22，S23b

欧拉 1707 — 1783 3，S6，9，11，12，13，

S13，15，22，23，S23a

贝祖 1730 — 1783 4

拉普拉斯 1749 — 1827 10

⾼斯 1777 − 1855 2，S13，21，23，S23a

博尔扎诺 1781 — 1848 17

斯图姆 1781 — 1848 S17

雅可⽐ 1804 — 1851 S23a

卡塔兰 1814 — 1894 22

切⽐雪夫 1821 — 1894 S10，S13，S20

黎曼 1826 — 1866 S13

戴德⾦ 1831 — 1916 7，18，19



康托 1845 — 1918 19

庞加莱 1854 — 1912 2



索引

⼀⼀对应, 51
不定积分, 43
事件, 73

互斥, 73
基本, 73
对⽴, 74
确定, 73

⼆进制表⽰, 173
⼆项式

公式, 37, 39
系数, 36

互素, 17
交, 139
代数数, 147
伯努利, 49, 114

多项式, 43, 46, 205
数, 43, 46, 49, 202
概型, 79

伽利略, 140
余式, 23
余数, 8

减性根, 130
分拆, 169
切⽐雪夫, 83, 100

不等式，增强版, 162
定理, 83

划分, 56

划分的型, 61
区间, 110
单位元, 109
单项式, 17
博尔扎诺定理, 121
卡塔兰

数, 182
变号次数, 134
可公度, 2
可数集, 140
和

集合的, 56
商, 8
商式, 23
埃拉托⾊尼筛法, 98
增性根, 130
多项式, 17

互反, 75
单峰, 76

⼤数定律, 83
对数, 99

⾃然, 105, 202
对⾓线⽅法, 145
导数, 31, 43

⼆阶, 35
帕斯卡, 182

三⾓, 38
带余除法, 23

210



常数项, 17, 177
幂级数, 177
并, 139
庞加莱, 10
康托, 146
开区间, 154

戴德⾦, 52, 140, 146
拉普拉斯定理, 82
排列, 63
插值

多项式, 27
问题, 27

数

三⾓形, 189
五边形, 189
偶, 3
四边形, 189
奇, 3

数列

增长⽆界, 92
⽆界, 92
有界, 92

数学归纳, 10
假设, 10
初步, 10

斯图姆定理, 129, 136
斯图姆序列, 133
最⼤公因数, 16
杨辉三⾓, 38
极限, 112
标准分解, 13
根, 17
概率, 73

事件的, 73
概率概型, 74

次数, 17
欧⼏⾥得, 89
欧⼏⾥得算法, 16
欧拉, 49, 70, 90, 92, 100, 114

五边形定理, 193
函数, 71

正规数, 159, 160
求导, 31
测度论, 151

⽜顿, 37, 177, 182
⼆项式公式, 182
多项式, 37

特征, 130, 131
⽣成函数, 169, 179

阶乘, 202
⽰性函数, 68
积

集合的, 52
等势, 51, 139
等⽐数列, 14
系数, 17

⾸项, 17
素数, 8, 12
级数, 113
组合, 59
组合学, 55
组合数, 59
结式, 25
罗尔定理, 125

薄集, 151
覆盖, 152
计数, 1
贝祖定理, 24, 30
费马, 45
超越数, 147



辗转相除法, 16
连续统, 150

逆, 109
部分和

n 次, 178
重数, 30
重根, 30
长除法, 23
阶乘, 37
阿基⽶德, 44
雅可⽐, 197
集, 51

交, 54
⼦, 54
并, 54
⽆限, 51
有限, 51
空, 54
补, 54

集代数, 66
零测集, 151
韦达公式, 61
⾼斯, 9, 100, 197

多项式, 171
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